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(Jos jedna) formulaza s
beskonac¢no ugnijezdenim korijenom

DUBRAVKO SABOLIC!, RoMAN MALARIC?

Sazetak

U ovom c¢lanku izvodimo (jo$ jednu) formulu za izra¢unavanje vrijednosti bro-
ja . Koristimo se predodzbom o sukcesivhom sve boljem aproksimiranju povrsine
kruznog isjecka s proizvoljnim sredi$njim kutom povr$inom odgovarajuceg upisa-
nog poligona. Formula za aproksimaciju broja 7z nakon 7 iteracija ima oblik umnoska
n-te potencije broja 2 i ugnijezdenog korijena koji se ponavlja n puta, i kao takva je
iterativna. U ¢lanku je dokazano da ta formula konvergira ka 7z kada # tezi u besko-
nacnost. Istrazene su racunske osobine ovog iterativnog algoritma i njegova ograni-
¢enja s obzirom na propagaciju greske zaokruzivanja. Performanse ovog postupka
ra¢unanja aproksimacije broja 7, kojeg ¢emo nazivati «sinusnim algoritmom” uspo-
redene su dalje s nekoliko opce poznatih formula, a narocito s povijesno znacajnim
Arhimedovim algoritmom. Iako su svojstva konvergencije ovih dvaju algoritama teo-
retski ista, propagacija greSke zaokruzivanja (inherentne svakom numerickom prora-
¢unu izvodenom rac¢unalom) ¢ini sinusni algoritam u prakti¢cnom smislu inferiornim
u odnosu na Arhimedov. Razlog tomu je $to prilikom izvodenja sinusnog algoritma
dolazi do oduzimanja dvaju vrlo sli¢nih brojeva, koji postaju to sli¢niji, §to je vie ko-
raka algoritma izvrSeno. U uvjetima konacne tocnosti to dovodi do porasta relativne
greske proracuna, koja onemogucuje postizanje veceg broja to¢nih znamenki od ne-
kog koji je odreden strojnom to¢nos¢u. U Arhimedovom algoritmu nema operacije
oduzimanja, pa time niti tog problema.

Zahvala

Autori zahvaljuju anonimnom recenzentu na detaljnoj analizi ¢lanka i primjed-
bama koje su znacajno doprinijele pobolj$anju njegovog sadrzaja te jasnoci i preci-
znosti izlaganja.

'Dubravko Saboli¢, Fakultet elektrotehnike i ra¢unarstva, Sveucilidte u Zagrebu.
*Roman Malari¢, Fakultet elektrotehnike i racunarstva, Sveuciliste u Zagrebu.
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1. Uvod

1.1. Kratka povijest izraGunavanja broja &

Postoji velik broj formula za izra¢unavanje pribliznih vrijednosti broja 7, od-
nosno njegove tocne vrijednosti, koje su pronadene kroz povijest. U [1-3] navodi se
veci broj poznatih izraza, koji svakako prelazi stotinu. Vaznost poznavanja sto to¢nije
aproksimacije za broj 7 s prakti¢nog je stajalista velika. Na primjer, od najstarijih
vremena mnoge gradevine i tehnicke naprave sadrze kruzne elemente. U teoretskom
smislu, problem .kvadrature kruga” predstavlja jedan od velikih intelektualnih izazo-
va antickog i predantickog razdoblja povijesti.

Kratki pregled povijesti izracunavanja broja 7t dan je npr. u [2]. Prema tom izvo-
ru, neki egiptolozi smatraju da su Egip¢ani u doba Starog kraljevstva procjenjivali broj
7 na 22/7, $to iznosi priblizno 3.142857. Omjer bazne stranice Keopsove piramide i
njene visine iznosi 1.570, §to priblizno odgovara polovici broja 7, i to s relativnom
greSkom’ od samo -0.045 %. Na tom i drugim uoc¢enim omjerima temelji se pretpo-
stavka da su Egip¢ani poznavali broj 7, kao i jos jedan vazan broj, nazvan «zlatnim

1++/5

rezom’, koji iznosi @ = =1.618. Medutim, postoje i objasnjenja, poput [4], da

drevne egipatske gradevine sadrze u sebi te omjere zbog osobina mjernog sustava u
Egiptu, prema kojem se jedinica mjere, lakat odnosno kubit, mogla dijeliti u sedmine.
Stovise, izgleda da omjeri duljina bridova velike piramide imaju vide veze s brojem
®, nego li s 77, o cemu je pisao vec i starogrcki povjesnicar Herodot (485. — 425. god.
pr. Kr.) [5]. U svakom slucaju, zbog velikog vremenskog odmaka i vrlo malo pisanih
tragova, nemoguce je sa sigurno$cu zakljuciti jesu li Egip¢ani znali da 22/7 odgovara
vrlo pribliZzno omjeru opsega i promjera kruznice, ili se broj 7 u omjerima dimenzija
piramida pojavio slucajno, kao posljedica dizajna temeljenog na zlatnom rezu, ili ¢ak
ni na ¢emu posebnom. Babilonski matematicari procjenjivali su da 7 iznosi 3, ali su
bili svjesni da se radi o aproksimaciji. Isti iznos spominje se u Bibliji.

Prvi pokusaj aproksimacije broja 7 matematickim putem (dakle, ne mjerenjem, ve¢
korektnim ra¢unanjem) moze se pripisati Arhimedu (oko 287. - oko 212. pr. Kr.). On je
krenuo od pravilnog $esterokuta, zapazivsi da je opseg takvog lika upisanog u kruznicu
manji od opsega kruznice. Takoder, opseg pravilnog Sesterokuta opisanog istoj kruznici
vedi je od njenog opsega. Stoga, stvarni opseg kruznice nalazi se izmedu opsega ovih

*Ovdje i na jo$ nekoliko mjesta u ¢lanku navodimo relativau gresku u postotcima, jer je taj podatak obi¢no intuitivno
razumljiv Sirokom krugu (¢itateljstva. Opcenito, ako relativnu gresku procjene neke veli¢ine x oznac¢imo sa &, tada
Ce ta procjena iznositi. X = x (1 + £). Pritom, postotna relativna greska jednaka je 100 £ %. Dakle, u ovom primjeru
postotna relativna greska od —0.045 % odgovara relativnoj gresci iznosa & = -0.00045. Apsolutna greska, ¢, jednaka je
x&, $to izravno slijediizz X =x (1 + &) =x +x =x +&.

U kontekstu teme ovog ¢lanka, preciznost razlicitih aproksimacija broja 7 takoder ¢emo opisivati i brojem tocno
izracunatih znamenki. To je podatak koji u principu najvi$e zanima specijaliste koji se bave izra¢unavanjem broja 7.
Razumljivo, relativna greska je u izravnoj vezi s brojem to¢nih znamenki. Na primjer, ako je relativna greska neke
aproksimacije tog broja jednaka +0.000152 % (tj. & = +1.52 x 10°), ta ¢e aproksimacija iznositi 3.1415974288..., od-
nosno imat ¢e Sest to¢nih znamenaka (tj. pet to¢nih decimala).
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dvaju pravilnih Sesterokuta. Arhimed je zatim promatrao opsege pravilnih 12-eroku-
tova, pa 24-erokutova, sve do 96-erokutova, pri ¢emu je svaki puta mogao izrac¢unati
duljine njihovih stranica koriste¢i Pitagorin teorem i poznate duljine stranica i visina
trokuta iz prethodne iteracije. Nepoznato je zasto je stao na 96-erokutima. Pomocu njih
izracunao je da se omjer opsega i promjera kruZznice sigurno nalazi u granicama izmedu
223/71122/7. One odstupaju od stvarne vrijednosti za —0.024 %, odnosno +0.040 %.

Najbolju starovjekovnu aproksimaciju broja 7z izracunao je u 5. st. nove ere kine-
ski matematicar Zu Chongzhi (429. - 500.), postavivsi granice za 7 izmedu 3.1415926
i 3.1415927 [2], dakle sa sedam to¢nih znamenaka. S to¢nos¢u u granicama izmedu
-1.706 x 10°% i +1.478 x 10°% to ¢e u sljedecih skoro tisu¢u godina ostati daleko
najbolja procjena broja ;. Kako bismo stavili tu razinu to¢nosti u kontekst, zamisli-
mo da znamo toc¢an promjer kugle priblizno velike poput planeta Zemlje. Koristeci
ovu procjenu broja 7z, opseg takve kugle mogli bismo izrac¢unati tocno do na 70 cm.

Srednji vijek i novije doba donose matematicku analizu, a s njome i beskonac-
ne redove koji konvergiraju ka broju 7, ili brojevima kojima je on cjelobrojni vi-
$ekratnik, pa omogucuju u principu njegovo proizvoljno to¢no izra¢unavanje [2].
Prva takva formula na zapadu duguje se njemackom matemati¢aru Leibnitzu (1646.
- 1716.) koji je iskoristio tada ve¢ i u Europi poznat razvoj funkcije arkus tangensa u
beskonacni red potencija (arctg x = x - x*/3 + x°/5 - x’/7 + x°/9 - ...), pa je, uvrstivsi
x =1, ustvrdio da je w/4 = 1 - 1/3 + 1/5 - 1/7 + 1/9 - ... Iako ova formula djeluje
na prvi pogled privla¢no, ona je u stvari izuzetno neucinkovita. Za izra¢unavanje
samo deset to¢nih decimalnih mjesta broja 7 potrebno je zbrojiti priblizno prvih
pet milijardi ¢lanova reda, a to je prakticki neizmjerno losije od drevnih algoritama
poput Arhimedovog. Medutim, ve¢ u 14. stolje¢u, stotinama godina prije europskih
matematicara, Indijac Madhava iz Sangamagrama (oko 1340. — oko 1425.) znao je za
razvoje trigonometrijskih funkcija u beskonac¢ne redove i dosao je do formule koja,
premda takoder sadrzi pribrojnike alternirajuc¢ih predznaka, konvergira mnogo brze:

a=12-(1-1/(3:3)+1/(5-3)=1/(7-3 ) +1/(9-3) ~...). Ona daje 10 to¢nih de-
cimalnih mjesta nakon samo 20 uracunatih ¢lanova.

Perzijski matematicar Jamshid al-Kashi (oko 1380. - 1429.) izra¢unao je 7 na
17 to¢nih decimalnih znamenaka, a to je postigao izracunavanjem opsega pravilnog
poligona s 3 - 10%® stranica. Pogre$ka njegove procjene manja je od 6.4 - 107 %. Uz
poznavanje to¢nog promjera kugle veli¢ine Zemlje, ona bi omogucila izracunavanje
opsega te kugle to¢no do na 0.0256 tisu¢inki mikrometra, $to iznosi tek oko 250 pro-
mjera vodikovog atoma.

Od 18. stolje¢a nadalje matematicari su se gotovo natjecali u sve to¢nijem izracu-
navanju broja 7. Jedan od znacajnih iskoraka napravio je Slovenac Jurij Vega (1754.
- 1802.) koji je 1789. izracunao 140 decimala, od ¢ega je prvih 126 bilo to¢no. Engle-
ski amater-matematic¢ar William Shanks (1812. - 1882.) odgovoran je za najto¢niju
procjenu do kraja 19. stoljeca: 1873. godine izra¢unao je 7 na 707 decimala, za $to
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mu je trebalo oko 20 godina. Medutim, zadnja tocna decimala bila je 527. I Vega i
Shanks temeljili su svoj rad na izvornom obliku ili varijaciji formule koju je pomocu
adicijskih teorema trigonometrije ranije bio izveo engleski astronom John Machin
(oko 1686. — 1751.) : /4 = 4 arcctg(5) — arcctg(239), a koji je i sam bio izracunao
prvih stotinu decimala broja 7.

Pocetkom 20. stoljeca, indijski matematicar Srinivasa Ramanujan (1887. - 1920.)
pronasao je 17 redova brojeva koji vrlo rapidno konvergiraju ka 1/7. Jedan primjer
Ramanujanovog reda iz [2], koji daje 8 dodatnih to¢nih decimalnih mjesta sa svakim
dodatnim uracunatim ¢lanom, obraden je u pogl. 5.2 ovog ¢lanka.

Suvremeni japanski matematicar Takeshi Sato otkrio je nove, jos efikasnije redo-
ve koji teze ka 1/7. Jedan od njih donosi dodatnih 97 to¢nih znamenaka sa svakim
novim urac¢unatim pribrojnikom [6]. Ramanujan-Sato klasa algoritama, primijenje-
nih na suvremenim ra¢unalima, omogucila je da broj 7 danas bude poznat na vise
od 22,4 trilijuna to¢nih i verificiranih decimala [2]. Taj trenutni svjetski rekord drzi
$vicarski fizi¢ar Peter Traub, a izvodenje njegovog prorac¢una trajalo je 105 dana. Tra-
ubov blog dostupan je na ovoj adresi: https://pi2e.ch/blog/.

1.2. Cilj rada na formuli za 7t prezentiranoj u ovom ¢élanku

Kao sto je iz prethodnog odjeljka bjelodano jasno, svijet ne treba jos jednu for-
mulu za 7, s obzirom da je ta matematicka konstanta poznata ve¢ na tako mnogo
decimalnih mjesta. Zainteresirani ¢itatelj moze slobodno presnimiti prvih trilijun
decimala s malocas navedenog Traubovog bloga.

Algoritam koji ¢emo ovdje izvesti, dokazati i analizirati zapravo pripada antickoj
eri racunanja broja sr. Logika je donekle sli¢cna Arhimedovoj. S obzirom na postojanje
mnogo brzih algoritama, poput onih iz Ramanujan-Sato klase, radi se o sporo kon-
vergentnom redu. Stoga, izvodenje takvog algoritma ni na koji nacin nece unaprije-
diti mogucénost izracunavanja broja 7 na jo$ viSe decimala.

Medutim, bez obzira na malu prakti¢nu vrijednost, uvijek je zanimljivo pokazati
i dokazati jo§ jedan izraz, ovaj put kao limes (grani¢nu vrijednost) niza ugnijezdenih
korijena (engl. nested radical), koji konvergira ka iznosu 7.

Stovise, ovaj rad moze posluziti kao vjezba za natprosje¢no zainteresirane uce-
nike srednjih $kola, s obzirom da koristeni matematicki aparat ne prelazi razinu ele-
mentarne matematike, osim u dva lako objasnjiva detalja. Uceniku ¢e svakako biti
korisno izvesti jednu ovakvu vjezbu koja, koliko god bila elementarna, mora biti pro-
vedena na korektan nacin.

Ona ce biti zanimljiva i utoliko $to ¢e uceniku jasno pokazati koja su racunska
ogranicenja koja proizlaze iz prirode samog obradenog algoritma, a koja onemogucu-
ju to¢no izra¢unavanje znamenaka u vecem broju od priblizno polovice znamenaka
koje koristi racunalo pri danoj razini preciznosti s kojom radi.
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Za uvod u temu, prisjetimo se najprije izraza za kosinus polovi¢nog argumenta:
cos*(a/2) = (1+cos a)/2. Sukcesivnom primjenom tog izraza za pocetni kut & jednak
7/4, odnosno neprestanim dijeljenjem argumenta s dva u svakom sljede¢em koraku,
te na kraju primjenom identiteta sin’x + cos’x = 1, lako ¢emo izvesti sljededi izraz:

1
sinzfi1 =5\/2—\/2+\/2+...\5, (1)

gdje se operacija korjenovanja izvodi prema napisanom obrascu ukupno n puta. S
obzirom da je sinus vrlo malog argumenta priblizno jednak tom argumentu, moze-
mo napisati priblizan izraz za aproksimaciju broja 7 n-tog reda:

f[(n)=2”\/2—\/2+\/2+...\/§, )

gdje se korjenovanje opet izvodi n puta. Krenemo li pak od & = 72/3, lako ¢emo izvesti

ovaj izraz:
ft(n)=§2”\/2—\/2+\/2+...\/§. (3)

Primijetimo da su 7(n) i 7(n) razli¢iti brojevi, te da ra¢unanje ugnijezdenih
korijena zapocinje od razlicitih vrijednosti (2, odnosno 3) unesenih ispod prvog
(najdubljeg) znaka korijena. Te pocetne vrijednosti mozemo nazivati «sjemenkama”
(engl. seed) jer se iz njih na kraju razvija Citav izraz koji se moze iterirati u beskraj.

Kako bi nacin ra¢unanja ovog i kasnije izvedenih algoritama (32) i (34) ¢itatelju
bio potpuno jasan, navest ¢emo nekoliko prvih aproksimacija za 7z prema (2):

(1) =2'2 = 2.82843
7(2) =222 =2.34315
AB3)=2°\2—2+2 =3.12145

7(4)=2" \/2—\/2+\/2+\/§ ~3.13655

#(9)=2° 2—\/2+\/2+\/2+\/2+\/2+\/2+\/2+\/§ ~3.14158
71(10)=2""/2~ 2+\/2+\/2+\/z+\/2+\/2+\/2+\/2+ﬁ ~3.14159

itd...

Kao $to vidimo, prva aproksimacija broja 77 u ovom algoritmu jednaka je 22,
dok deseta ve¢ daje pet to¢nih decimala (odnosno Sest to¢nih znamenaka).
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Jedna od dviju formula koje ¢emo izvesti u ovom ¢lanku, a nalazi se dolje pod
rednim brojem (34), zapravo je u jednom posebnom slu¢aju ekvivalentna izrazu (2),
§to ne ¢udi s obzirom da je izvedena repetitivnim kori$tenjem u osnovi istog trigo-
nometrijskog identiteta za polovi¢ni argument. Naime, Weisstein u [1] navodi algo-
ritam napisan u iterativnom obliku, identi¢an formuli (34) (jedn. (67) i (68) u [1]),
pozivajuéi se na osobnu komunikaciju s J. Munkhamarom. Medutim, on uopce ne
navodi tu referencu u popisu literature u [1], a rad J. Munkhamara u kojem bi bio
opisan njegov iterativni algoritam autori ovog ¢lanka nisu uspjeli pronaci generickim
pretrazivanjem interneta. Naizgled, osim u [1], on nigdje nije ni spomenut. Weisstein
navodi da je Munkhamarov algoritam, kad se u njega kao pocetna ocjena broja 7z

uvrsti /2, ekvivalentan formuli (2).

S obzirom da je Munkhamarov algoritam u literaturi samo taksativno naveden,
u ovom ¢emo ga radu izvesti u opcenitijoj formi od one koja je dana u [1], krenuvsi
od predodzbe o aproksimativhom odredivanju povrsine kruznog isjecka s proizvolj-
nim sredi$njim kutom. Zatim ¢emo ispitati svojstva brzine konvergencije izvedenog
algoritma (32), kao i njegove jednostavnije inacice (34), te usporediti te algoritme s
nekoliko drugih, op¢e poznatih. Objasnit ¢emo mehanizam $irenja greske zaokruzi-
vanja koji sprje¢ava da ovaj algoritam, primijenjen na racunalu koje racuna s ograni-
¢enom precizno$cu, proizvede vise od nekog maksimalnog broja znamenaka, koji je
pak u vezi s odabranom razinom preciznosti ra¢unanja.

2. Definicije
Promotrimo sliku 1. Definirajmo kruznicu polumjera r = 1, ¢ije se srediste nalazi

u tocki O. Sljedece duljine sve iznose takoder 1:

d(0,A)=d(0,B)=d(0,C)=d(0O,D)=1. (4)

Slika 1. Definicije.
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Sredisnji kut « definira promatrani kruzni isjecak. U prvom krugu izvodenja
proracuna on se dijeli na dva jednaka dijela. Zatim se te polovice dijele dalje na pola,
i tako redom. Slika 1. prikazuje samo prve dvije podjele. Definirajmo sljedece uda-

ljenosti:
x, =d(0,C")
¥, =d(B,C")
x, =d(0,D")

y, =d(C,C")

x, = udaljenost od O do sekante nasuprot kuta sirokog « /2"

y, = polovica duljine sekante nasuprot kuta $irokog o /2" (5)

Ovdje i nadalje, n je prirodan broj. Definirajmo zbrojeve povrsina svih rubnih
trokuta, onih ¢ija se povrsina svakim novim dijeljenjem sredisnjeg kuta dodaje uku-
pnoj aproksimaciji povrsine kruznog isjecka dosegnutoj u prethodnom koraku:

P, = P(OAB)
P, = P(ABC)

P, = 2P(ACD)

P, =2" X povréina pojedinaénog rubnog trokuta koji nastaje nakon dijeljenja e /2" ] (6)

Povrsina poligona omedenog duzinama OA i OB te svim sekantama nakon r+1
dijeljenja povecava se za P . Ukupna povrsina je stoga:

P(n)=>P. (7)
i=0
Nakon beskona¢no mnogo dijeljenja ukupna povrsina je:
P=Ilim f’(n), a to mora biti jednako rzar-zi = % . (8)
n->o0 JT

3. Konstrukcija algoritma

Najgrublja aproksimacija stvarne povrsine kruznog isjecka sa slike 1. jest tro-
kut OAB. Njegova povrsina iznosi y x,. S obzirom da ocito vrijedi y, = sin(o/2) i
x, = cos(a/2), mozemo napisati:

a a 1
P =y x =sin—cos—=—sinaq. 9
0= YoXo 5 5 5 )
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Povrsina trokuta ABC iznosi y (1 - x,), pa vrijedi:

P =y (-x)=sin{1-cos L] = sin“ ~ Lsina (10)
= —x,)=sin—|1—cos— |=sin———sin .
1= Yo 0 > > 2 2

Zbrojene povrsine trokuta OAB i ABC nesto bolje aproksimiraju stvarnu povrsi-
nu isjecka nego li samo P(OAB). Primijetimo sada rubni trokut ACD koji nastaje na-
kon jo$ jednog dijeljenja sredisnjeg kuta. Ocito vrijedi: y, = sin(a/4) te x, = cos(a/4).
Povriina toga trokuta jednaka je y (1 - x, ). No, sada imamo dva rubna trokuta te
povrsine. (Zbog jasnoce slike drugi nije nacrtan. On je inace smjesten simetricno

trokutu ACD u odnosu na duzinu OC .) MoZemo napisati:

P =2y (1—x)=2sin2|1—cos < | = 2sin E—sin & (11)
= —X,)=4281Nn— —COS— |[=4Z8SIn——S1In—.
2 N 1 4 4 4 >

Ovakav postupak moze se ponavljati u beskraj. Nakon $to je @ podijeljen n puta,
na 2" jednakih kutova, broj rubnih trokuta, onih najblizih kruznici, jednak je 2.
Povrsina svakog individualnog rubnog trokuta zadnje iteracije je y (1 -x, ). Stoga
vrijedi:

n— -1 . & a -1 . & n—2 . o
P,=2""y (1-x,,)=2 1smz—n(l—cosz—n):Z 1smz—n—z 251n2n—1' (12)

Zbrajanjem prema (7) dobivamo aproksimaciju n-tog reda povrsine isjecka:

Pm)=3P =
i=0
I .
—sina+
2

a1
+sin———sina +
2 2

.a .«
+2sin——sin—+
4 2

a a .
+4sin§—ZSinZ+ ( (13)
B
n—2 . a __An=3 _: a
+2 s1n—2n_1 27 7 sin 2 +

n—1

g . a H . «
+2" lsm—n—Z” % sin =
2

. o
=2" lsm—n

Primijetimo da se u ovoj sumi svi ¢lanovi osim 2" 'sin(a/2") ponistavaju.
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Uzevsi u obzir ¢injenicu da sinusna funkcija vrlo malog argumenta tezi upravo
tom argumentu, limes ove povrsine kada n tezi u beskona¢no mozemo napisati kao:

P(n—>)=P=lim (2“‘1 sin ;) = lim (2"‘1 -3) _— (14)

n—->00 n->00 n 2
Kako je taj rezultat identi¢an onom iz (8), koji slijedi iz elementarne geometrije,
ovime smo dokazali da suma (13) konvergira kada » tezi u beskonac¢no.
3.1. Sin(a/2") izrazen pomocu ugnijezdenog korijena

U nastavku teksta éemo zbog jednostavnosti raditi samo s kutovima a € (0, 7).
Poznata formula za sinus polovi¢nog argumenta glasi:

sin%=\/l(1—cosa)=\/%(1t\/1—sin2a). (15)

2

sin%= %(1—cos%) =\/%(1i1{1—sin2 %) =\/%(1—\/1—%(1—\/1—sin2 a)). (16)

Primijetimo da u koracima raspolovljivanja kuta a koji slijede nakon (15) vise
nema potrebe za uzimanjem u obzir + predznaka ispred korijena, jer se svi kutovi
oblika /2" za n € N sigurno nalaze izmedu 0 i77/2. Definirajmo pomo¢nu varijablu k:

a
k=li\/1—sin2a=25m23. (17)
Za izracunavanje sin(a/2") za bilo koji n mozemo nastaviti proces zapocet jed-

nadzbom (16), ponavljajudi operaciju korjenovanja ukupno n puta. Stoga, zaa € (0,7)
ik e (0, 2) vrijedi:

a1 1 1 [
sin—= |=|1= [1==|1= [1==[1— [ |1=\1==k [ |- ||, (18)
2" 4|2 2 2 2

gdje izraz na desnoj strani sadrzi ukupno n operacija kvadratnog korjenovanja.

Definirajmo sjemenku s kao izraz ispod unutarnjeg (pocetnog) korijena:

1
s=1— 5 k. ( 19)
Ocigledno vrijedi:
, a
$=cos 7 (20)

Taj broj mozZe imati bilo koju vrijednost iz intervala [0,1). Jedinica mora biti
iskljucena jer bi ona dovela do kolapsa algoritma (18). Kruzni isjecak s centralnim
kutom nula nema povrsinu. Izraz (18) moze se dakle napisati kao:
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sin2%= %1—\/1—%(1—J1—%(1— (1—\5))) : (1)

3.1. Rac¢unanje aproksimacije broja 7t

Sada se prisjetimo izraza (13) koji definira procjenu n-tog reda povrsine kruz-
nog isjecka. U kombinaciji s (21) dobivamo:

P(n,s)=2"" %1—\/1—%(1—\/1—%(1— (1—\/2))) , (22)

ili u skraé¢enom obliku:

P(n,s)=2""R(n,s). (23)

Simbol R(n,s) oznacuje ugnijezdeni korijen iz (22), u kojemu se operacija kor-
jenovanja izvrsava n puta. Argumenti (n,s) oznacuju da je R funkcija brojeva n, od-
nosno s. Stoga je i povrsina aproksimacije n-tog reda povrsine isjecka funkcija tih
varijabli.

Pretpostavimo da je kut « izrazen kao dio kuta 7:
T
a=, t e [1,00). (24)

S obzirom da povrsina isjecka jedini¢nog kruga s centralnim kutom « iznosi a/2,
aproksimacija n-tog reda broja 7t moze se zapisati kao:

. _ a
an,a)=2t-2"" sinz—n. (25)
Odgovarajuca sjemenka ima iznos:
, T
s=cos” —. (26)
2t
Primijetimo da se u formuli (26) nalazi stvarna vrijednost 7z. Dobivamo:
t TT
—=— (27)
2 4arccos/s
Slijedi:
.An—-1 T R
w(n,s)=———=R(n,s) =——=P(n, s). (28)
arccos \/; arccos \/;

Normalno, kako 7 raste i pocinje teziti u beskonacno, aproksimacija postaje sve
sli¢nija stvarnom iznosu broja 7, pa vrijedi:

lim 29 _ lim P(,5) =1. (29)
n=e JT arccos+/s "
Stoga:
lim ﬁ(n, s)= 13(00, s)=P =arccos \/; (30)
| 15
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No, ¢ je funkcija stvarnog 7 kojeg se moramo nekako rijesiti. Uvedimo stoga
supstituciju: s = 0% 0 € [~1,1]. S obzirom da je arcsino =arccosV1—0”, vrijedi:
ﬁ(n,l—s) = arcsin\/; (31)

Kako je arcsin s +arccos/s = /2, aproksimacija n-tog reda jednaka je:

7t(n,5)=2" [R(n,5) + Rn, 1= )| = 2[ P(n, 5) + B(n,1=5) |- (32)

Stvarna vrijednost broja 7 jednaka je:

7 =1im {2" [R(t,9)+ R0, 1= )]} = 2lim [ B, )+ P(n,1=5) ] (33)

3.2. Daljnja razmatranja

Kombiniranjem izraza (13), (21) i (26) lako izvodimo formulu jednostavniju od (32):
t T

7*(n,t)==-2"R|n,cos’ —|. 34

(n,t) 5 (n cos 2t) (34)

Znakom = oznaceno je da ovaj broj nije jednak onom iz (32), premda se radi o
aproksimacijama istog reda n. Ova formula nije tako «elegantna” kao (32) zato $to
nije simetri¢na u odnosu na s te na podrucje definicije te varijable. Izraz (34) mo-
zemo zvati jednostranom” formulom jer koristi samo s, a ne i njegov komplement
1 - s. Izracunavanje aproksimacije istog reda (34) zahtijeva dvostruko manje racu-
nanja nego (32). To, medutim, ne znaci automatski da je (34) racunski u¢inkovitiji
algoritam od (32). Prije takvog zakljucka trebalo bi provijeriti i koliki je broj iteracija n
potrebno izvesti s jednim ili drugim algoritmom za postizanje istog stupnja to¢nosti
procjene broja 7.

Na prvi pogled moze se ¢initi da je formula (34) beskorisna jer za izracunavanje
aproksimacije broja 7z zahtijeva poznavanje to¢nog iznosa tog broja, s obzirom da se
on nalazi u argumentu funkcije R. No, postoje neke lijepe” vrijednosti ¢ koje daju po-
znate Jijepe” vrijednosti kosinusa, pa tako eliminiraju 7 iz algoritma. Evo pregleda
samo nekoliko njih:

3 1 1.5 2 3

5 TT
$ =CO0S 2_t 0 0.25 0.5 0.75

Primijetimo da kod dvostranog algoritma ovaj problem ne postoji, pa se moze
koristiti bilo koja vrijednost s. Ako se u dvostranom algoritmu upotrijebi vrijednost
s = %, on se reducira na jednostrani jer ugnijezdeni korijeni za si 1 - s postaju iden-
ti¢ni. Kasnije ¢emo vidjeti da jednostrani algoritam uz s = 0 funkcionira (za razliku
od slucaja sa s = 1), ali ima vrlo nepovoljne karakteristike pa nije prakti¢no znacajan.
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4. Rac¢unski algoritam

Sada ¢emo navesti jednostavnu strategiju za prakticno izvodenje prorac¢una po-
mocu racunala. Prisjetimo se (21), gdje je R(n,s) potpuno raspisan. Definirajmo ve-
licinu p_koju mozemo nazvati klicom s obzirom da klija iz sjemenke i u nastavku
postupka razvija algoritam do njegovog kraja:

'3 =1—%(1—\/§). (35)

Sljedecu iteraciju te veli¢cine dobivamo tako da upravo izracunatu vrijednost kli-
ce, p, uvrstimo u istu formulu umjesto sjemenke s:

Psin :1_%(1_@)' (36)

Ovdje je i prirodni broj veci od 1. Komplementarna klica, p_ , koja se koristi u
rac¢unanju korijena R(n,1 - s), koristi se na isti na¢in kao upravo definirana.

Primijetimo da bi puko iterativno uvrstavanje prema (36) bilo ra¢unski vrlo ne-
ucinkovito jer bi se kompletan ugnijezdeni korijen svaki put racunao ponovno, pri
¢emu bi racunalni napor rastao u svakom koraku. Zbog toga ovdje navodimo jed-
nostavnu proceduru koja u svakom koraku iteracije formule (32) izvodi jednak broj
rac¢unskih operacija:

Korak 1 - Odaberi bilo koju vrijednost s iz intervala [0,1). Spremi je pod ime-
nom a. Zatim spremi vrijednost 1 — s pod imenom b. Izracunaj kvadratne korijene iz
aib, zbroji ih i spremi pod imenom r. [Komentar: time se dobilo R(1,s) + R(1,1 - s).]
Spremi broj 2 pod imenom m. Pomnozi r x m i spremi umnozak pod imenom Pil.
[Komentar: time se dobilo 7(1,s) .]

Korak 2 - Izracunaj (1 - \/; ) /21 (1 - \/E ) /2 . Spremi rezultate redom kao nove

vrijednosti a, odnosno b. Izrac¢unaj kvadratne korijene iz a i b, zbroji ih i spremi kao
novu vrijednost r. [Komentar: time se dobilo R(2,s) + R(2,1 - 5).] Pomnozi m s 2 i
spremi kao novu vrijednost m. Pomnozi r x m i spremi umnozak pod imenom Pi2.
[Komentar: time se dobilo 7(2,s).]

Korak 3 - Izrac¢unaj (1—\/1—01)/ 2i (1—\/1—b)/ 2. Spremi rezultate redom
kao nove vrijednosti a, odnosno b. Izracunaj kvadratne korijene iz a i b, zbroji ih
i spremi kao novu vrijednost r. [Komentar: time se dobilo R(3,s) + R(3,1 - s).] Po-
mnozi m s 2 i spremi kao novu vrijednost m. Pomnozi r x m i spremi umnozak pod
imenom Pi3. [Komentar: time se dobilo 7(3,s).]

.itd ...
Korak n - Izracunaj (1—\/1—61)/2 i (l—x/l—b)/Z. Spremi rezultate redom

kao nove vrijednosti a, odnosno b. Izracunaj kvadratne korijene iz a i b, zbroji ih
i spremi kao novu vrijednost r. [Komentar: time se dobilo R(n,s) + R(n,1 - s).] Po-
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mnozi m s 2 i spremi kao novu vrijednost m. Pomnozi r x m i spremi umnozak pod
imenom Pin. [Komentar: time se dobilo 7(n,s) .]

S obzirom da su svi koraci od tre¢eg nadalje identi¢ni, algoritam se vrlo lako
implementira u bilo kojem programskom okruzenju i moze se ponoviti proizvoljno
mnogo puta. Utoliko je varijable Pil, Pi2, ... Pin korisno ne spremati pojedinacno,
ve¢ kao komponente vektora u kojem se svaka procjena 7(i,s) sprema na mjesto ¢iji
redni broj odgovara broju i € [1,n]. Reduciranu jednostranu formulu (34) moguce je
implementirati na analogan nacin, a raspisivanje tog algoritma ostavljamo Citatelju.

5. Numericki testovi

Upravo opisani algoritam primijenjen je u Matlabu °, uz koristenje njegove stan-
dardne 16-znamenkaste preciznosti. Pokazalo se da algoritam ne moze izracunati
vide od devet to¢nih znamenaka broja 7, bez obzira na broj iteracija. Stovise, izvo-
denje dodatnih iteracija nakon dosizanja devete to¢ne znamenke kvari rezultat, te
se broj to¢no izra¢unatih znamenaka smanjuje. Kako bismo demonstrirali taj efekt i
zorno objasnili o ¢emu se radi, nismo htjeli koristiti vecu preciznost racunanja.

5.1 Akumulacija gresSke — pojednostavnjena analiza

Gomilanje greske u ovom algoritmu posljedica je njegovih dvaju klju¢nih svoj-
stava: (a) korjenovanje s ograni¢enom precizno$¢u vodi nesigurnosti zadnje deci-
male uslijed zaokruzivanja; (b) u svakom koraku algoritma dolazi do oduzimanja

tipa 1—(1 .. )/2 =1-4, gdje broj A u svakom koraku ima vrijednost sve sli¢niju

jedinici, a to, kako ¢emo uskoro vidjeti, dovodi do postupnog rapidnog povecavanja
relativne greske.

Uz 16-znamenkastu preciznost, korijeni brojeva iz intervala (0,1) bit ¢e zaokru-
zeni na 15. decimalu koja ¢e stoga biti nesigurna (osim kod korjenovanja rijetkih
ijepih” brojeva poput 1/4, 1/16, 1/25, itd.).

Sada ¢emo naciniti pojednostavnjenu analizu propagacije pogreske koja pocinje
zaokruzivanjem korijena. Ono samo po sebi nije problemati¢no, ali operacije oduzi-
manja slicnih brojeva jako povecavaju relativnu gresku koja se kao takva manifestira
u nesigurnosti decimala, pocevsi od prve zahvacene greSkom pa nadesno. Primjerice,
relativna greska od 0.001 (odnosno 0.1%) u odnosu na broj 7z znaci da njegova treca
decimala i sve iza nje imaju pogresnu vrijednost. Operacije korjenovanja u 16-zna-
menkastoj preciznosti bit ¢e same po sebi nesigurne do najvise:

e==0,5-10""%. (38)

Medutim, ako neka racunska operacija koja slijedi unese dodatnu relativnu po-
gresku, to ¢e uzrokovati pomicanje prve nesigurne znamenke na lijevu stranu. Isto-
dobno, to¢no izracunate znamenke s napredovanjem algoritma pomicu se nadesno.
Nakon odredenog broja koraka iteracije, #, «epidemija kuge” greske koja se $iri nali-
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jevo dostici ¢e zadnju to¢no izracunatu znamenku, i u tom trenutku daljnje izvodenje
algoritma postaje bespredmetno te kontraproduktivno. Analizu propagacije greske
zasnivamo na standardnom teoretskom okviru [7].

Pretpostavimo da smo izracunali kvadratni korijen neke vrijednosti x, koja je
dodatno .zagadena, greSkom nepoznate velicine, ¢, tako da vidimo iznos x + €. Tu
greSku mozemo smatrati slu¢ajnom varijablom* koja ima neku ocekivanu (prosjec-
nu) vrijednost i funkciju razdiobe vjerojatnosti, s varijancom (kvadratom standardne
devijacije) iznosa Var(e).

Ako je gredka ¢ relativno mala u odnosu na x, vrijednost korijena od x + & moci
¢emo procijeniti tako da korijenu stvarne vrijednosti x dodamo ¢ pomnozen s prvom
derivacijom (dakle, brzinom promjene)® funkcije korijena, uzetom u tocki x:

Jrte=x+—=. (39)
2\/x
Vidimo da operacija kvadratnog korjenovanja smanjuje varijancu za faktor 4x.
Rezultirajuca relativna greska rezultata iznosi:
\/x+8—\/;zi’ (40)
\/; 2x
a to je jednako polovici relativne greske polazne veli¢ine. Stoga mozemo zakljuciti da
korjenovanje ¢ak djeluje i povoljno na iznos relativne greske, dvostruko ga smanjujudi.

Druga vazna operacija koju obavlja na$ algoritam je repetitivno oduzimanje
(vrlo) sli¢nih brojeva, 1 - x, gdje je x = 1. Ako x sa sobom donosi i nepoznatu gresku
¢, greska rezultata ove operacije bit ce:

1—(x+&)=(1—x)—¢, (41)

a relativna greska rezultata bit ce:
[(1-x)—e]-(-x) _ —

1—x) 1-x)
Stoga, kako napredovanjem algoritma x postaje sve sli¢niji jedinici, rezultantna
normalizirana standardna devijacija biva povecana za faktor 1/(1 - x), §to moze biti
vrlo velik iznos. Primjerice, ako je 1 — x = 0.000001, relativna greska povecat ¢e se za
faktor milijun, a to ¢e dovesti do pomicanja mjesta prve nesigurne znamenke za cak
Sest decimala ulijevo. Stoga zaklju¢ujemo da je repetitivno oduzimanje tipa 1 - x, gdje
je x sve blizi jedinici kako raste n, nepovoljna osobina algoritama (32) i (34), odnosno
ugnijezdenog korijena iz (22), koja dovodi do brze propagacije racunske greske nalijevo.

(42)

*Zapravo, ona nije slu¢ajna u pravom smislu te rijeci (vidjeti [8]), ali ovdje nam je prikladno koristiti takvu predodzbu
radi jednostavnosti izlaganja, pri ¢emu ne¢emo izgubiti previ$e na utemeljenosti zaklju¢aka nage analize koja, kao $to
se vidi i iz samog naslova poglavlja 5.1, ionako nije (i ne treba biti) posve rigorozna.

*Radi se o razvoju funkcije u Taylorov red oko tocke x i zanemarivanju svih ¢lanova reda veéeg od jedan. Za one koji
Zele znati vi$e o Taylorovom teoremu srednje vrijednosti i njegovoj primjeni, navodimo referencu [9]. No, ovakav
razvoj je i intuitivno jasan, dokle god je odstupanje ¢ maleno po iznosu, zbog ¢ega se neprekidna funkcija u bliskoj
okolini tocke x moze smatrati priblizno linearnom.
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Nacinimo sad numericki primjer i usporedimo propagaciju relativne greske pri-
likom izracunavanja sukcesivnih ugnijezdenih korijena definiranih formulama (22)
te (2). Pritom ¢emo u (22) koristiti vrijednost s = %.

U (22) razlika nakon prvog izvodenja algoritma iznosi 9, , = 1—(1—\/2)/2 .
U svakom od daljnjih koraka imat ¢emo: 9,,, , =1—(1—1/6(22),n_1 ) /2. U prvom
pak koraku algoritma (2) razlika ¢e iznositi 5(2),1 =2-2 , a u svakom sljede¢cem

O@n =27 /00)1 . Tablica 1. prikazuje rezultate ovih operacija za prvih deset ko-

raka promatranih algoritama. Ocigledno, sli¢nost ovih dvaju algoritama raste sa n.

Algoritam (2) naizgled je .za jedan korak bolji” od (22), ali to samo ovisi od toga
$to u kojem algoritmu smatramo prvim korakom. Razlika u kona¢nom broju pocet-
nih koraka, pogotovu kad je taj broj mali, uopce nije vazna. Bitna je promjena opaza-
ne pojavnosti po dodatnom koraku algoritma, i po tom kriteriju ova su dva postupka
ekvivalentna. Kako bi rezultati bili prezentniji, u tabeli smo naveli i binarne logaritme
varijabli 0. Iz njih se vidi da svaki dodatni korak smanjuje binarni logaritam razlike
1 - x za 2, $to znaci da se sama razlika smanjuje 4 puta. Logaritmima u tablici dodana
je jedinica kako bi se kompenzirao «popravak” relativne greske za faktor 2, koji je
posljedica dodatnog korjenovanja u svakom koraku algoritma.

Izvr§avanje prvih deset koraka algoritma (22) dovodi do pomaka od oko 20 bi-
narnih znamenaka nalijevo, $to odgovara oko 6 decimalnih. Stoga, nacelno, pri radu
sa 16-znamenkastom precizno$¢u ne smijemo se pouzdati u vise od 9 sigurnih zna-
menaka (tj. 8 decimala).

Tablica 1. Iznosi razlika tipa 1 - x koje se pojavijuju
prilikom izvodenja algoritama (22) i (2).
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n 8 poym 1+log, 5, , D 1+log,3,, ,
1 0.1464466 -1.7715533 0.5857864 0.2284467
2 0.0380602 -3.7155718 0.1522409 -1.7155718
3 0.0096074 -5.7016443 0.0384294 -3.7016443
4 0.0024076 -7.6981666 0.0096305 -5.6981666
5 0.0006023 -9.6972974 0.0024091 -7.6972974
6 0.0001506 -11.697080 0.0006024 -9.6970802
7 0.0000376 -13.697026 0.0001506 -11.697026
8 0.0000094 -15.697012 0.0000376 -13.697012
9 0.0000024 -17.697009 0.0000094 -15.697009
10 0.0000006 -19.697008 0.0000024 -17.697008
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5.1. Brzina konvergencije

Sada ¢emo istraziti brzinu konvergencije dvostranog (32) i jednostranog (34)
algoritma za razlicite vrijednosti sjemenke s. Razmotrit ¢emo koliko u relativnom
smislu aproksimacija n-tog reda, 7(n,s), odstupa od stvarne vrijednosti 7. Defini-
rajmo najprije relativnu postotnu pogresku:
a(n,s)—m

4

e=100- . (43)

Prilikom rada u 16-znamenkastoj preciznosti, kao najbolju mogucu aproksima-
ciju broja 7 u ovom racunskom sustavu koristit ¢emo iznos 3.141592653589793.

Slika 2. prikazuje rezultate koje daje dvostrana formula (32). Na slici su dani bi-
narni logaritmi, log e, umjesto samih vrijednosti e, jer oni jasnije oslikavaju prirodu
procesa priblizavanja stvarnoj vrijednosti. Kao $to se odmah vidi, sve su linije ravne
i paralelne, i sve imaju jednak pad od -2 po koraku, §to znaci da se relativna greska
smanjuje Cetverostruko sa svakim dodatnim korakom rac¢unanja. Medutim, ubrzo
¢emo vidjeti da propagacija greske ve¢ nakon u najboljem slucaju devete to¢ne zna-
menke kvari rezultat (pogl. 5.3).

R ]

0 S o od 0°

do 90°
- N °

4 u

log, e
&

n

Slika 2. Konvergencija dvostranog algoritma (32). Nacrtane su krivulje
u koracima od po 10°. Krivulja za svaki ¢ identi¢na je onoj za 180° - a.
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Slika 3. Konvergencija jednostranog algoritma (34). Krivulje za o od 10°
do 90° nacrtane su u inkrementima od po 10°.
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2 \ """""""" B e e T
0 \\ | Formula s produktom |
2 < e~ Formula (32),
4 >~ I~ a=90°
NS '~ ]
on -6 =y - \\\ I Sinusna formula }
o ~.
~ 8 > \4\
10 e L7 I~
| Arhimedova iteracija | ~. \\
-12 =< ~J
. - T~
-16 =
2 3 4 5 6 7 8 9 10

n

Slika 4. Usporedba brzina konvergencije nekoliko razlicitih algoritama.

Slika 3. prikazuje isti tip rezultata za jednostrani algoritam (34). Primijetimo da
on u nacelu daje manja postotna odstupanja od dvostranog. No, kako je obama algo-
ritmima logaritamska brzina konvergencije identi¢na, -2 po koraku, oni su zapravo u
smislu te brzine jednako vrijedni. Medutim, $irenje racunske greske u jednostranom
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algoritmu je nepovoljnije, tako da on ne moze ni na koji nac¢in uz 16-znamenkastu
preciznost iznjedriti vise od 7 to¢nih znamenaka (vidjeti malo kasnije, u pogl. 5.3),
$to je za red veli¢ine 100 puta losije.

Sada ¢emo dati kratku usporedbu logaritamskih brzina konvergencije naseg
dvostranog algoritma (32), uz s = %, odnosno a = 90°, sa sljede¢im primjerima povi-
jesno znacajnih algoritama:

Sinusna formula Jednadzba (2) u ovom ¢lanku.

Arhimedova iteracija a. =2 \/5 ; by = 3;

0
2a b
_ n_n_, _ [
an+1 - a +b 4 bn+1 - an+1bn :
n n

Brojevi a i b teze ka m, koji se nalazi izmedu njih.
U ovom ra¢unskom primjeru koristimo manyji i brze
konvergirajudi broj b.

Eulerova formula ,
. 1
A=, [6>
i=11

Primjer produktne ooy
formule a(n)=2
,E 4i* -1
Primjer Ramanujanove 7(n) = a1 '9-8(;16390 ey
formule J8 3 (i—D!-( ! )

[
—

(i—1)!-396 |
I ]

Slika 4. prikazuje logaritamske relativne pogreske procjena n-tog reda prema
navedenim algoritmima. Brzina konvergencije je to veca §to je ve¢i negativni nagib
krivulje. Eulerova formula, te produktna formula, najsporije konvergiraju, tako da
osim povijesnog znacaja nikad zapravo nisu bile od prakti¢ne vaznosti. Algoritam
(32), razvijen u ovom ¢lanku, pripada istoj klasi algoritama kao Arhimedova iteracija,
s obzirom da se relativne pogreske procjena u oba algoritma smanjuju za faktor 4 sa
svakom novom iteracijom. Premda Arhimedova iteracija ima .prednost u startu” za
otprilike jedan i pol korak, kao $to smo ve¢ rekli, to nema nikakvu vaznost. U smi-
slu brzine konvergencije oba su postupka jednako dobra. Naposljetku, Ramajunova
formula toliko je dobra da ne stane na ovaj graf. Ve¢ nakon prve iteracije log e za nju
iznosi -18.65, a nakon samo jo$ jedne on pada na —45.01. Ta pocetna brzina konver-
gencije od -26.36 po koraku 6.59 puta je veca od logaritamske brzine konvergencije
naseg algoritma. Relativna pogreska ovog Ramanujanovog algoritma smanjuje se od
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prvog do drugog koraka izvodenja 116 milijuna puta. S obzirom da su proracuni za
izlaganje u ovom c¢lanku radeni u 16-znamenkastoj preciznosti, izvodenje vise od
dvaju prvih koraka Ramanujanovog algoritma nije bilo moguce.

5.2. Broj to¢no izracunatih znamenaka u ovisnosti o n

Tablica 2. prikazuje broj to¢no izra¢unatih znamenaka koje nakon # koraka ra-
zliciti algoritmi. Rezultati za .sinusnu formulu” nisu dani jer su identi¢ni rezultatima
za algoritam (32) uz a = 90° (tj. s = %). Oznaka .n/c” znaci da se podatak ne moze
izracunati (engl. not computable) zato $to 16-znamenkasta preciznost nije dovoljna.

Tablica 2. Usporedba broja tocno izracunatih znamenaka
broja 7w uz 16-znamenkastu preciznost racunanja.

n Jedli: (320)’ Jedis: (3%)’ Arhimed Euler Produkt Ramanujan
a=90 a=10
1 0 2 2 0 0 7
2 1 3 2 0 0 15
3 2 4 2 0 0 n/c
4 2 5 4 0 0 n/c
5 3 5 4 0 1 n/c
6 4 5 5 0 1 n/c
7 5 6 5 1 1 n/c
8 5 7 6 1 1 n/c
9 5 7 7 1 1 n/c
10 6 8 7 1 1 n/c
11 7 8 8 1 1 n/c
12 7 7 8 1 1 n/c
13 8 7 9 1 1 n/c
14 9 7 10 1 1 n/c
15 9 6 10 1 1 n/c
16 9 6 11 1 1 n/c
17 8 4 12 1 1 n/c
18 6 4 12 1 1 n/c
19 6 3 13 1 2 n/c
20 6 4 13 1 2 n/c
21 4 3 14 1 2 n/c
22 4 2 14 1 2 n/c
23 3 2 15 2 2 n/c
24 3 2 15 2 2 n/c
25 2 0 15 2 2 n/c
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Uocimo najprije prva dva stupca s rezultatima. Oni se odnose na (32), odnosno
na (34). Koristenjem (32), uz 16-znamenkastu preciznost, nemoguce je izracunati
vi$e od 9 to¢nih znamenaka, kao $to smo i predvidjeli u pogl. 5.1. Nakon 16. koraka
racunska greska prosiri se ve¢ na 9. znamenku, pa daljnje racunanje nema smisla jer,
kao $to se u tablici vidi, rezultat nakon toga postaje sve losiji. Jednostrani algoritam
(34) u tom je pogledu jo$ gori. On pod identi¢nim racunskim uvjetima nikako ne
moze proizvesti vise od 7 to¢nih znamenaka broja 7.

Arhimedov algoritam, premda pripada istoj klasi po kriteriju brzine konvergen-
cije, ima jedno superiorno svojstvo u odnosu na (32) i (34). S obzirom da u njemu
uopcée nema racunske operacije oduzimanja, greska zaokruzivanja korijena ne pro-
pagira, pa taj algoritam moze potpuno iskoristiti dane racunske kapacitete. Eulerova
i produktna formula takoder nemaju problem propagacije greske, ali iznimno sporo
konvergiraju.

Na kraju, recimo i to da postoji odredeni broj algoritama koji u sebi sadrze bino-
mne koeficijente, odnosno faktorijele [1-3]. Problem s njima proizlazi iz ekstremno
brzog rasta funkcije faktorijela, tj. iz golemih vrijednosti faktorijela vec i relativno
malih brojeva. Primjerice, 10! iznosi ¢ak 3.6288 milijuna.

Neke od takvih formula zahtijevaju zbog toga mnogo vecu preciznost racunanja
nego $to je postignuta preciznost pripadajucih procjena za 7, a istodobno pokazuju
razmjerno sporu konvergenciju. Ta dva momenta u kombinaciji ¢ine algoritam prak-
ti¢no neupotrebljivim. Ramanujanove i Satove formule takoder sadrze faktorijele, ali
zbog njihove ekstremno brze konvergencije to nije vazno.

6. Zakljucak

U ovom ¢lanku izveli smo formulu (32) za rac¢unanje sukcesivnih aproksimacija
broja 7, krenuvsi od pribliznog izra¢unavanja povrsine kruznog isjecka pomocu tro-
kuta nasuprotnih sredi$njem kutu isjecka, koji pak moze imati proizvoljnu veli¢inu
izmedu 0 i z. Dokazali smo da algoritam konvergira kada broj izvodenja iteracija n
tezi u beskonacno. Takoder smo analizirali pripadajuci ra¢unalni algoritam. Njegovo
je dominantno svojstvo brza propagacija racunske greske, cije je porijeklo u zaokru-
zivanju korijena u uvjetima konacne to¢nosti. Kako ta greska propagira prema lije-
vo brzinom jednakom brzini izra¢unavanja to¢nih znamenaka prema desno, sama
priroda algoritma (32) sprjecava izra¢unavanje viSe to¢nih znamenaka od pribliz-
no jedne polovice raspolozivih u danoj preciznosti racunanja. Takoder, opce perfor-
manse u pogledu brzine konvergencije i sposobnosti izracunavanja to¢nih znamena-
ka nadeg algoritma usporedene su s performansama nekoliko poznatih i historijski
vaznih formula.
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