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Razli¢iti nacini rjeSavanja jednog zadatka
ili matemati¢ko zbogom generaciji

BraNKA GOTOVAC!

Uvod

Na zadnjem predavanju jedne akademske godine, studentima prve godine Ke-
mijsko-tehnoloskog fakulteta u Splitu dan je zadatak koji je trebalo rijesiti na $to vise
nacina. Zadatci ovog tipa pogodni su za ponavljanje i povezivanje razli¢itih nastavnih
sadrzaja. Studenti su popunili i kratki upitnik te iskazali misljenje o ovakvim zadatcima
s kojima su se neki od njih susreli ve¢ ranije u nastavi matematike. Ispitivanje je bilo u
potpunosti anonimno. Studenti su bili motivirani i vrlo mu odgovorno pristupili.

Uz analizu upitnika u radu se navodi nekoliko nacina rjeSavanja ovog zadatka
koje u principu studenti nisu ni provodili. Neki se od ovih pristupa ne obraduju u
srednjoj $koli. Ipak, moze se ocekivati da ucenik na svoj nacin upita kako bi se odre-
dila povrsina pseudolika u ravnini. U protivnom, bilo bi dobro da nastavnik potakne
to pitanje.

Studenti su istaknuli mnoge prednosti zadataka ove skupine ¢iju je ljepotu i pe-
dagosku vrijednost ilustrirao zadatak koji su rjesavali.

Nekoliko na€ina rjeSavanja zadatka

Studentima je bio zadan sljedeci zadatak:

Na sto vise nacina odrediti povrsinu Srafiranog lika (Slika 1.)
A
Igrajuci se raznim likovima, studenti su trazenu povrsinu EY,
uglavnom racunali primjenjuju¢i osnovne matematicke ,
operacije i dobro poznate «puckoskolske” izraze za povrsi- /1 o
. . e v . 2 VA g
nu. Nitko od studenata nije rijesio zadatak koristeci se npr. 4 EY)

izrazom za povr$inu trokuta s vrhovima A(x,, y,), B(x,, y,),
C(x,, y,) ili koristeci se vektorskim umnoskom (gradivo ko- 4 | }

legija Matematika 1 iz prvog semestra). lako se ne tako dav- »—"{"/ %
no obradivala primjena jednostrukog, odnosno dvostrukog
integrala na racunanje povrsine lika u ravnini, samo je ne- Slika 1.

kolicina studenata koristila integral, i to ne sasvim uspjesno.

'Branka Gotovac, Kemijsko-tehnoloski fakultet, Sveuciliste u Splitu
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U nastavku je dano nekoliko nacina rjesavanja ovog zadatka koje, kako je ve¢
receno, studenti gotovo da i nisu koristili. Ovdje treba napomenuti da smo kod racu-
nanja povrsine pomocu jednostrukog integrala kao varijablu integracije mogli uzeti
i varijablu y. Naravno, tu su i podvarijante ovih nacina rjesavanja obzirom da odabir
elemenata za odredivanje povrsine nije jednoznacan (primjerice u 2. sluc¢aju mogli

a -

— a—
smo uzeti da je vektor b =—5i —Ej ).

Ne mozemo ne primijetiti kako se lako otvara prostor za diskusiju sa studenti-
ma/ucenicima. Povrsinu trazenog lika odredimo:

o Kkoristeci se izrazom za povrsinu trokuta s vrhovima A(x,, y,), B(x,, y,), C(x,, y,)

“{A
A

Slika 2.

Trazena povrsina je P= 4P, gdje je P, povriina trokuta

a a

s vrhovima A(O,a),B(E,E),C(g,a) (Slika 2.).
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o koristedi se vektorskim umnoskom

b
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Trazena povrsina je P= 2P , gdje je P, povrsina paralel-

ograma razapetog vektorima d i b (Slika 3.).
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 Koristeci se integralom

jednostruki integral

Trazena povrsina je P= 2P , gdje je P, povrSina Srafira-

nog paralelograma (Slika 4.).

P, =i[a—(—x+a)]dx+z{(—x+%a)—§}dx

2
x*|? x° ’
=—| +|——+ax
2, 2 a
2
1 a a 1 a ? a’
=——+|——+d |- | —+—|=—
2 4 2 4 2 4
aZ
P=—
2

dvostruki integral (integriranje u redoslijedu yx)

Trazena povrina je P = 2P , gdje je P, povrsina Srafira-

nog paralelograma (Slika 4.).

a 3
— —x+—a
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x2 2 a2
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dvostruki integral (integriranje u redoslijedu xy)
Trazena povrsina je P= 2P, gdje je P, povrSina Srafira-
nog paralelograma (Slika 4.).

3
—y+ a
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Analiza upitnika
Upitnik koji su studenti popunili i prilozili zajedno s rjeSenjima zadatka sadrza-
vao je jedno pitanje alternativnog izbora i jedno otvoreno pitanje:

 Jeste li se tijekom $kolovanja u nastavi matematike ve¢ susreli sa zadatcima koje
ste trebali rijesiti na Sto vi§e nac¢ina? (Zaokruzite.) DA /NE

o Sto mislite o takvim zadatcima?

Prikupljeni su i podatci o srednjoj $koli koju su studenti zavrsili.

Prema dobivenim podatcima, 34 ispitanika zavrsilo je gimnaziju, a 11 strukov-
nu $kolu. Njih 18 (40 %) ve¢ se s ovakvim zadatcima susrelo u nastavi matematike
(Slika 5.). Sli¢na je razdioba prema zavrSenoj srednjoj Skoli ispitanika (Slika 6.).
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Jeste li se tijekom $kolovanja u nastavi matematike vec susreli sa
zadatcimakoje ste trebali rijesiti na $to vise nacina?

W sviispitani studenti

DA NE

Slika 5.

Jeste li se tijekom $kolovanja u nastavi matematike vec susreli sa
zadatcimakoje ste trebali rijesiti na $to vise nacina?

59 %
M studenti sa zavrSenom
strukovnom $kolom

M studenti sa zavrSenom
gimnazijom

Slika 6.

Sto studenti misle o ovakvim zadatcima?

Nekim studentima ovakvi su zadatci interesantni i drazi od uobicajenih, rutinskih
zadataka.

Zanimljivi su i draZi su mi od Sablonskog rjesavanja.

Vise ispitanika istice korisnost ovakvih zadataka i drugdje, izvan matematike.
Takvi su zadatci korisni, ne samo u matematici...

i treba ih ce$ce, kako neki sugeriraju, primjenjivati u nastavi.

...Ovakav tip zadataka trebao bi se vise uvesti u program i srednjih skola i studija.
Nazalost, kod ovih zadataka Cesto se susrecemo s problemom jer kada su studentima
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ili ucenicima .odrijesene ruke”, ne znaju odakle poceti, kako postaviti zadatak, u
glavi nastaje blokada.

Taj bi problem vjerojatno bio manje izrazen kada bi se studenti/ucenici ¢eSce susreta-
li s takvim zadatcima, a sama spoznaja o takvim zadatcima (rijesiti na $to vise nacina)
neke bi od njih mozda i potaknula da samoinicijativno razmisljaju o tome kako bi se
sve mogao rijesiti neki zadatak.

Vise od trecine studenata uvida da bi se ovakvi zadatci mogli upotrijebiti za ponav-
ljanje, odnosno za sistematizaciju nastavnog gradiva.

...sluze za ponavljanje i saZimanje naucenog gradiva.
...jako je dobar nacin za povezivanje sveukupno naucenog gradiva u cjelinu...

...potic¢u ucenike da razmisljaju izvan gradiva koje se obraduje tocno to polugodi-
ste/godinu.

Mislim da su takvi zadatci vrlo korisni kako bi nas potakli na razmisljanje i po-
vezivanje sveg steCenog znanja jer ako to ne naucimo, ispada kao da smo gubili
vrijeme svih ovih godina skolovanja. Najlakse je nesto nauciti napamet, ali to nije
znanje. Zato iskreno mislim da su ovi zadatci prijeko potrebni u svim obrazovnim
ustanovama.

I kako podvlaci jedan od studenata, na taj nacin bi se nastavno gradivo i dulje pamtilo.

Mislim da je to jako dobar nacin za povezivanje sveukupno naucenog gradiva u
cjelinu. Cesto se dogada da studenti nakon prolaza zaborave gradivo i ne znaju ga
vise primijeniti, a na ovaj nacin to bi se dalo znatno smanjiti.

Zadatci ovoga tipa korisni su studentima/ucenicima za samoprocjenu usvojenog
znanja (jedan student eksplicite istice da zahtijevaju vece znanje), a nastavnicima
pruzaju uvid u znanje i nacin razmisljanja studenata/ucenika.

Mislim da su dobar nacin za samoprocjenu usvojenog znanja...

Ovakvi zadatci mogu dobro posluziti profesorima da imaju bolji uvid u ucenicko
matematicko razmisljanje.

Drvije trec¢ine studenata smatra da zadatci poput ovoga poticu na razmisljanje i ra-
zvijanje vlastitih moguc¢nosti.

...0vakvi zadatci pobuduju mastu, tj. poticu nas na razmisljanje, $to je jako dobro
zato jer u danasnje vrijeme studenti razmisljaju sve manje i manje, a zadatak rje-
Savaju automatski, bez da malo promisle...

Mislim da su jako korisni zato sto se razbija” monotonija u ucenju. Student treba
razmisljati svojom glavom, a pomocu tih zadataka upravo se to razvija.

Mislim da takvi zadatci poti¢u na razmisljanje i pokazuju kako se neki jednostavni
zadatci, za koje su tehnike rjesavanja davno svladane, mogu rijesiti i primjenom
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novostecenog znanja. Tako nam se priblizava novo gradivo i dokazuje opravdanost
koristenja tehnika koje se na slozenijim primjerima Cine apstraktne.

Iz potonjeg je jasno da nastavnik treba, kad god je to moguce, stvoriti takvo okruze-
nje koje ¢e studentima/ucéenicima omoguciti povezivanje novog nastavnog gradiva sa
starim, poznatim, i novo znanje nadogradivati na postojece. Ujedno je to i prilika da
se postojece znanje, ako je potrebno, restrukturira.

Evo $to jos studenti misle o ovakvim zadatcima.

...dobro je zbog toga sto mozda student nece znati rijesiti na nacin kao profesor pa
Ce upotrijebiti nacin koji je njemu poznatiji i laksi.

...Pomaze i onim losijim studentima da pokazu sto znaju (bez obzira na koji nacin)
i da sami sebe motiviraju za rad...

Prema ovim i sli¢cnim komentarima, ima ih nekoliko, razvidno je da nastavnik treba

traziti nacin kako bi svi studenti/ucenici uvijek mogli pokazati barem neko znanje,
suptilno ih tako motivirajuci za daljnje ucenje i rad.

Generalno gledano, studenti su zamijetili mnoge prednosti zadataka ovog tipa. Nega-
tivnih komentara nije bilo, mada je jedan student napisao da je zapanjen zadatkom.
Nazalost, bez obrazlozenja, pa ne znamo je li u pozitivnom ili negativnom smislu,
tako da o razlozima njegova dozivljaja mozemo samo nagadati. O¢ito je da studenti
nisu bili ravnodus$ni prema ovom zadatku.

S obzirom da su zadatci studentima u principu zanimljivi, korisni i motivirajudi, te
su, kako kaze jedan od studenata,

...potencijalno dobar nacin kako zainteresirati ili bar potaknuti na razmisljanje o
matematici na drugaciji nacin,

za ocekivati je da ovakvi zadatci imaju utjecaja na pobolj$anje paradigme koju stu-
denti imaju o matematici.

Zavrsna pedagoska crtica

Ovo je ispitivanje provedeno na zadnjem predavanju u ljetnom semestru. Nakon
$to su uradci studenata prikupljeni kako bi se pregledali i analizirali (informacije o
rezultatima i sl. studenti su mogli dobiti u vrijeme konzultacija), potaknuta je disku-
sija koja se razvijala nizom pitanja: Kako ste rjesavali ovaj zadatak? Jeste li primjenji-
vali jo$ koji nacin? Je li netko rijesio zadatak koristeci se npr. vektorskim umnoskom?
Ako nije, kako bi se to moglo napraviti? (Autorica je pripremila i nekoliko slideova
s razli¢itim pristupima rjeSavanja ovog zadatka za koje se ispostavilo da ih studenti
uglavnom nisu primjenjivali.) ... Jesmo li iscrpili sve moguce nacine rjesavanja zadat-
ka? Sto smo sve ponovili rjesavajuéi zadatak?
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Slika 7.

Po zavrsetku diskusije, studenti su upitani jesu li negdje ve¢ zapazili lik ¢iju su
povrsinu racunali. Cini se da nisu naslutili «porijeklo” ovog zadatka jer ih je iznena-
dio pratedi slide. Studentima je pokazana fotografija s plocom za oznacavanje ostrog
zavoja na cesti (Slika 7.).

Ima situacija koje nas iznenade i inspiriraju, kao autoricu ova. Nadahnuce je bilo
gotovo opipljivo, trebalo je samo posegnuti za njim:

Ovaj znak Cesto susrecemo na putu, bas kao i izazove od kojih je satkan Zivot. Moz-
da bude podsjetnik na jedan zadatak i vise nacina na koji je rijesen, poticaj i ohrabrenje
za traZenje i ustrajnost u iznalaZenju razlicitih putova do rjesenja kako biste mogli
odabrati najpovoljniji.

Nastava kojoj nastojimo dati dublji smisao moze obogatiti nase studente/uceni-
ke i pridonijeti razvoju cjelokupnosti njihova bica.

Dodatak

U dodatku navedimo neke od radova na ovu temu:

1. Bjelanovi¢ Dijani¢, Z.: Jedan zadatak - vise rjesenja, Matematika i $kola, Element
d.o.0., Zagreb, 15, 2002., 208-210.

2. Breié, Z.: Do rjieSenja na mnogo nacina, Poucak, Hrvatsko matematicko drustvo,
Profil International d.o.o., Zagreb, 15 (59), 2014., 45-52.

3. Kurnik, Z.: Matematicki zadatak, Matematika i $kola, Element d.o.0., Zagreb, 7,
2000., 51-58.

4. Sredojevi¢, B.; Milosevi¢, D.: Devet nacina za rjesavanje jednog zadatka o trouglu,
Matematicki kolokvij, Banja Luka, XX (3), 2014., 161-167.
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