KUP MATEMATICKE GIMNAZIJE U BEOGRADU

Lovro Cvitanovi¢ i Luka Passek Kumericki, XV. gimnazija, Zagreb

up Matematicke gimnazije medunarodno je natjecanje iz matematike,

fizike i informatike. Ove godine odrzano je od 24. do 29. lipnja u Be-
ogradu. Sudionici su bili iz Rumunjske, Velike Britanije, Njemacke, Crne Gore,
Srbije, Bugarske, Slovenije, Bjelorusije, Bosne i Hercegovine, Gr¢ke, Rusije, Ma-
kedonije i Hrvatske. Svi sudionici imali su do 16 godina (1. razred srednje $kole).
Ovo je sedma godina odrzavanja ovog natjecanja koje se organizira od
2013. Ove godine hrvatski su tim ¢inili: Magdalena Bajdak (bronca-
ne medalje iz fizike i matematike), Ivan Golubi¢ (bron¢ana medalja iz |
matematike), Lovro Cvitanovi¢ (bronc¢ane medalje iz fizike i matema-
tike) 1 Luka Passek Kumericki (zlatna medalja iz fizike i broncana iz
matematike), a voditeljica tima bila je Sanja Antolis. Luka, Magdalena,
Ivan i Lovro ucenici su prvih razreda XV. gimnazije u Zagrebu.

Iskustvo

Stekli smo sjajno natjecateljsko iskustvo jer su rijetki od nas do sada sudje-
lovali u ve¢im internacionalnim natjecanjima. Ipak, prvenstveni cilj ovoga na-
tjecanja bilo je druzenje, stjecanje novih iskustava i upoznavanje ljudi, stoga smo
slobodno vrijeme iskoristili za druZenje s drugim natjecateljima i volonterima
koji su nam pokazivali grad. Osim upoznavanja Beograda, posjetili smo tvrdave
Smederevo i Golubac te Srebrno jezero. Posjetili smo i Teslin muzej, prekrasni
hram Sv. Save, Narodnu skupstinu i druge znamenitosti Beograda. Sprijateljili
smo se s drugim natjecateljima te uzivali u atmosferi cjelokupnog natjecanja.

Natjecanje iz matematike

Natjecanje iz matematike sastojalo se od 12 zadataka koji
su bili podijeljeni u dva dijela. Prvi dio sastojao se od 8 zadataka
visestrukog izbora i svaki je nosio po 5 bodova. Drugi dio sadr-
zavao je 4 zadatka iz podrudja teorije brojeva, algebre, geometri-
je i kombinatorike, koji su nosili po 15 bodova svaki. Pogledajte
tekst i rjesenje 10. zadatka koji je bio iz podrucja geometrije.

10. zadatak Neka je k kruznica te neka su AC i BD dvi-
je tetive razlic¢itih duljina te kruznice koje se sijeku toc¢ki G, pri
¢emu vrijedi A # B# C# D. Tocka H je noziste okomice iz G na
AD. Pravac GH sijece pravac BC u to¢ki P tako da je |BP| = |PC]|.
Dokazite da je AC L BD.

Rjesenje. Neka je mjera kuta |Z/DAC| = a i mjera kuta
|ZADB| = 0. Tada je i mjera kuta |ZDBC| = « jer su kutovi
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/DBCi /DAC obodni kutovi nad istom tetivom DC . Analogno je mjera kuta
| ZACB| =0 jer su ZADB i ZACB obodni kutovi nad tetivom AB.

Neka je I kruznica opisana trokutu ABCG te neka je njezino srediste O.
Kako su H, Gi P kolinearne tocke, vrijedi | /BGP| = |ZHGD| = 90° - d. Prema
poucku o obodnom i sredi$njem kutu vrijedi da je |ZGOB| = 2|£GCB| = 20.
Trokut AGOB je jednakokracan s osnovicom BG pa kutovi uz osnovicu mo-
raju imati jednaku mjeru. Zato je |£/BGO| = |£GBO| = % (180° -29) =90° - 0.
Zaklju¢ujemo da je | £ZBGP| = |£BGO| i da su to¢ke H, G, O, i P kolinearne.

Otito je |GB|#|GC]| jer bi inace bilo |GD| = |GA| te |AC| = |BD], $to nije
moguce jer su, prema uvjetima zadatka, te tetive razlicitih duljina. Tocka O
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pripada simetrali duzine BC i pravcu GP. Bududi da je |GB| # |GC| , ti se prav-
ci sijeku u to¢no jednoj tocki, a to je tocka P. Slijedi da je P =0 pa je duzina
BC promjer kruznice /, a prema Talesovom poucku obodni kut nad promje-
rom uvijek je pravi: |ZBGC| = 90°. Time smo dokazali tvrdnju zadatka.

Fantomiranje

Metoda koju smo koristili kako bismo rijesili ovaj zadatak naziva se fan-
tomiranje ili metoda fantomske tocke. U biti, to je metoda rjeSavanja geometrij-
skih zadataka u kojima je potrebno dokazati da neka tvrdnja vrijedi za odrede-
nu toc¢ku. Ta tvrdnja moze biti tvrdnja zadatka ili, kao u ovom primjeru, jedan
dio zadatka koji nas vodi ka kona¢nom rjesenju. Ukratko, potrebno je uvesti
neku novu tocku za koju vrijedi ono $to zelimo pokazati da vrijedi za zadanu
tocku, a zatim je nekim drugim putem potrebno dokazati da su te dvije tocke
iste. To je malo zaobilazni put da bismo nesto dokazali, ali cesto se pokaze
izuzetno elegantnim.

Prvi dio natjecanja

Za kraj ovog teksta navodimo zadatke prvog dijela natjecanja. Okusajte se
u njihovu rjesavanju.
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(A) 10446 (B) ) % (E) 12

2. Cijena knjige povecana je za 20 %, a nakon poviSenja nova je cijena poveca-
na za 35 %. Ukupno povecanje jednako je

(A) 55 % (B) 60 % (C) 62 % (D) 65 % (E) 70 %
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3. Umnozak svih rjesenja jednadzbe x +2- |x - 4| =7 u skupu realnih brojeva
jednak je

(A)6 (B)5 )1 (D) -1 (E) -6

4. U trokutu AABC veli¢ina kuta ZACB iznosi 90°, a tocka H noziste je visine
— CH

iz to¢tke C na stranicu AB. Akoje |BC|=5cmi|BH| =1 cm, ondaje |C_A|

jednak cA

1 1 1
(A) 246 (B)S €) —= D) —= (E) -
10v/6 2J6 5
5. Neka su g, b1ic pozitivni realni brojevi tako dajea + c=2bic* + ac - a> = b*.

Cemu je od navedenoga jednako %+ b +<7

c a
(A) 333 (B)3 (C) 3v2 (D)6 (E) 243
6. Neka je t realan broj takav da vrijedi0 <t <11t - % =7. Vrijednost izraza
1
Ji+— je
NG )
W5 B 5 )7 D) 7  (B)0

7. Neka je ABCD paralelogram, pri ¢emu je | ZDAB| = 30°. Ako je |AB|=4+/3
cm i ako je povrsina paralelograma jednaka 20+/3 cm?, onda je duljina di-
jagonale AC jednaka

(A) 2\/9;1 (B) 247 (C) V138 (D) 24/67 (E) 24/23

8. Promotrimo skup A ={a,,4,,...a,, } . Koliko ima parova (X,Y) takvih da je
X c A, Y c A idasukardinalni brojevi elemenata skupova |X| =8,|Y| =7
i[XnY|=52

(A)9240 (B)3245 (C) 27720 (D) 87 512 (E) 13 860
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