ALICA U ZEMLJI LOGICKIH ZAGONETAKA
Marija Cori¢ i Matko Trupini¢, XV. gimnazija, Zagreb

este li citali Alisu u zemlji cudesa, poznato djelo Lewi-

sa Carrolla? Znate li tko su Ludi Klobucar, Ozujski
Zeci Guster Bill? Mozete li nabrojiti jo$ neke likove iz toga
djela? Znate li da je na temelju tog djela nastala knjiga Alica
u zemlji (logickih) zagonetaka autora Raymonda Smullyana?
Ako ne znate, ovdje cete upoznati Alicu (kao i neke druge
likove Carrollovog djela) uz malo matematicke logike.
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Alica u zemlji (logickih) zagonetaka zbirka je nekoliko zagonetki koje se
nalaze u razli¢itim pricama s radnjom i dijalozima. U svakoj prici netko je
ukrao jedan od sastojaka potrebnih za pecenje pite, a zadatak je otkriti poci-
nitelja toga nedjela kako bi se sastojak mogao vratiti Kraljici da ispece pitu. U
posljednjoj prici Kraljica je ispekla pitu, ali ju je netko ukrao. Kako bi se otkrio
kradljivac pite, potrebno je rijesiti najsloZeniju zagonetku te knjige.

U prvom dijelu trece price treba odgonetnuti tko je ukrao papar.
- Eto ti brasna - rece kralj sretno - Hajde, ispeci tu pitu!
- Pitu bez papra? - rece Kraljica.
- Papar?! - vrisne Kralj u ¢udenju i nevjerici. - Ti stavljas papar u pitu?
- Ne stavljam ga puno - odgovori Kraljica.
- Pretpostavljam da je i on ukraden!
- Dakako - re¢e Kraljica. - Pronadi papar, a kada pronades i lopova, skini mu...
- Ma stani malo! - rece joj Kralj.
No, papar je, dakako, morao pronaci.
Kao $to svi znate, oni koji kradu papar nikada ne govore istinu.
Najsumnjivija je bila Damina kuharica. Na sudu je izjavila tek ovo:

- Znadem tko je ukrao papar!

Je li Damina kuharica ukrala papar?

Propozicijska logika

Cesto se susre¢emo sa zagonetkama poput ovakvih, ili radi zabave i moz-
ganja, ili ih u stvarnom Zzivotu gledamo kao probleme koje moramo rijesiti
kako bismo uspjeli donijeti nekakvu odluku.
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Jedna vrlo zanimljiva metoda rjeSavanja zagonetaka primjenjuje znanja
propozicijske logike.

Logicki sud ili izjava svaka je tvrdnja za koju se moze reci je li istina ili laz.
Ako je tvrdnja istinita, pridruzuje joj se logicka vrijednost 1, a ako je lazna,
vrijednost 0.

Unutar propozicijske logike svaki se logicki sud oznacava jedinstvenim
simbolom, naj¢esce slovom. Primjer oznacavanja logickih sudova:

A - Ivica vozi bicikl.
B - Marica vozi romobil.

Logicke varijable povezujemo logickim operacijama te tako dobivamo slozene
izjave.

Osnovne logicke operacije su AND, OR i NOT. Operacija AND (simbol
A) daje za rezultat istinitu izjavu jedino ako su sve ulazne izjave takoder istini-
te. Primjerice, izjava .Ivica vozi bicikl i Marica vozi romobil” (A A B) istinita je
jedino ako i Ivica vozi bicikl i Marica vozi romobil.

Operacija OR (simbol V) daje za rezultat istinitu izjavu ako je bar jedna
od ulaznih izjava takoder istinita. Primjerice, izjava «Ivica vozi bicikl ili Mari-
ca vozi romobil” (A V B) istinita je ili ako Ivica vozi bicikl, ili ako Marica vozi
romobil, ili ako i Ivica vozi bicikl i Marica vozi romobil.

Operacija NOT (simbol ) daje za rezultat istinitu izjavu kad je ulazna
izjava lazna i laznu izjavu kada je ulazna izjava istinita. Primjerice, provode-
njem operacije NOT od izjave .Ivica vozi bicikl” (A) dobije se izjava «Ivica ne
vozi bicikl” (~A).

Prilikom prevodenja jezi¢nih iskaza koriste se i operacije implikacije i
ekvivalencije.

Implikacija (simbol —) daje za rezultat istinitu izjavu uvijek osim u slu-
¢aju kada iz ulazne istinite izjave proizlazi lazna. Primjerice, izjava Ako Ivica
vozi bicikl, onda Marica vozi romobil” (A — B) istinita je uvijek osim kada
Ivica vozi bicikl, a Marica ne vozi romobil.

Ekvivalencija (simbol <) daje za rezultat istinitu izjavu jedino ako obje
ulazne izjave sadrze istu logicku vrijednost, odnosno ako su obje ulazne izjave
ili istinite ili lazne. U jezi¢nom smislu ekvivalencija je jednaka ustroju: .Akko
... onda ..” (akko s dvostrukim k, za razliku od operacije implikacije gdje je
ako s jednim k). Primjerice, izjava .Akko Ivica vozi bicikl, onda Marica vozi
romobil” (A < B) istinita je ako i Ivica vozi bicikl i Marica vozi romobil ili ako
ni Ivica ne vozi bicikl ni Marica ne vozi romobil.
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Ako se u zadatku dvoumimo izmedu implikacije i ekvivalencije, zamije-
nimo mjesta logickim varijablama i provjerimo ostaje li isti smisao logickog
izraza. Ako ostaje, radi se o ekvivalenciji, a ako ne, radi se o implikaciji.

Postupak rjesavanja tekstualne zagonetke sastoji se od nekoliko koraka:

1. Analiziranjem teksta odreduju se logicki sudovi koji opisuju moguce okol-
nosti i ishode zadatka te se pripisuju proizvoljno odabranim logickim vari-
jablama.

2. Analiziranjem teksta odreduju se logicki izrazi koji opisuju odnose izmedu
odredenih logickih sudova te se logicke varijable povezuju logi¢kim opera-
cijama.

3. Trazi se kombinacija logickih vrijednosti varijabli za koju su vrijednosti
svih logickih izraza istinite.

Analiza teksta i izjave

Analizom teksta mogu se pretpostaviti dvije stvari: Damina kuharica
ukrala je papar i Damina kuharica govori istinu. Te izjave ujedno su i logicki
sudovi jer se moze dokazati njihova istinitost. Potrebno ih je oznaciti proi-
zvoljno odabranim logi¢kim simbolima, npr. A i B:

A - Damina je kuharica ukrala papar.

B - Damina kuharica govori istinu.

Nakon toga potrebno je pronaci povezanost izmedu tih izjava te toj povezano-
sti pridruziti pripadajucu logicku operaciju.

Prvaizjava

Uvjet zagonetke govori kako onaj tko krade papar nikada ne govori istinu,
odnosno uvijek laze. Time vrijedi da ako je Damina kuharica ukrala papar, onda
ne govori istinu. Ukoliko vrijedi i obratno, radi se o ekvivalenciji. No u zadatku
nigdje nije receno da onaj tko nije ukrao papar mora govoriti istinu, pa obratno
nema logickog smisla. Radi se o implikaciji. Ta izjava zapisana pomocu logickih
simbola glasi: A —-B (Provodenjem operacije NOT od izjave .Damina kuharica
govori istinu” dobiva se izjava .Damina kuharica ne govori istinu, odnosno laze”).

Druga izjava

Analiziranjem teksta moze se zakljuciti da ako je Damina kuharica ukrala
papar, onda zna tko ga je ukrao, a s obzirom na to da njezina izjava glasi .Zna-
dem tko je ukrao papar”, govori istinu. Time vrijedi da ako je Damina kuharica
ukrala papar, onda govori istinu. No obratno ne vrijedi jer Damina kuharica
moze znati tko je ukrao papar, a da je to bio netko drugi. Radi se opet o impli-
kaciji. Zapisano pomoc¢u simbola: A — B.
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Tablice istinitosti

Povezanost smo zapisali pomocu logickih simbola pa trazimo kombinaciju
vrijednosti logickih sudova za koju je ta izjava istinita, odnosno valjane kom-
binacije vrijednosti. Kombinacije se mogu traziti pomocu tablice istinitosti.

Prilikom crtanja tablice istinitosti prvo se crtaju stupci gdje svaki stupac
sadrzava jednu logicku varijablu sa svojim vrijednostima i redci gdje se u sva-
kom retku nalazi drugacija kombinacija vrijednosti svih stupaca. Npr., ako
imamo logicke varijable A i B, moguc¢e kombinacije njihovih vrijednosti su:
(0,0), (0,1), (1,0) i (1,1), pa bi pocetni stupci tablice istinitosti izgledali ovako:
(Tablica na rubu).

Zatim se crtaju ostali stupci gdje svaki stupac sadrzi odredeni logicki
izraz, a vrijednost svakog retka stupca rezultat je provodenja operacije toga
izraza nad vrijednostima pripadajucih pocetnih stupaca koje se nalaze u isto-
me retku. Npr., ako varijable A i B povezemo operacijom OR, dobiveni logicki
izraz zapisan pomocu simbola glasio bi: A V B, a s obzirom na to da operacija
OR za rezultat daje vrijednost 1 kada je vrijednost bar jedne logicke varijable
1, dopunjena tablica istinitosti izgledala bi ovako:

A B AVB
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Kako bismo odredili valjane kombinacije vrijednosti logickih varijabli,
traze se redci u kojima se u zavrsnom stupcu nalazi vrijednost 1. Ti redci sadr-
zavaju valjane kombinacije. Na ovom primjeru ti redci su drugi, treci i Cetvrti,
pa su valjane kombinacije vrijednosti logickih varijabli: (0,1), (1,0) i (1,1).

1. primjer: Nacrtajmo tablicu istinitosti i odredimo valjane kombinacije
vrijednosti logickih varijabli za izraz A —-B.

Rjesenje. Pocetni stupci tablice istinitosti izgledaju ovako:

A B
0 0
0 1
1 0
1 1
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Sljededi stupac sadrzi izraz —B. S obzirom na to da operacijom NOT vrijednost
1 postaje 0 i obratno, dopunjena tablica izgleda ovako:

A B -B

0 1
0 1 0
1 0 1
1 1 0
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Sljededi stupac sadrzi kona¢ni izraz A ——B. Bududi da navedena implikacija
povezuje varijablu A i izraz B, gledaju se vrijednosti unutar prvog i treceg
stupca tablice. S obzirom na to da implikacija za rezultat daje vrijednost 1 osim
kada iz vrijednosti 1 proizlazi vrijednost 0, dopunjena tablica izgleda ovako:

A B -B | A—-B
0 0 1 1
0 1 0 1
1 0 1 1
1 1 0 0

Vrijednost 1 u zavr$nom stupcu sadrze prvi, drugi i tre¢i redak, pa su valjane
kombinacije vrijednosti logickih varijabli: (0,0), (0,1) i (1,0).

2. primjer: Nacrtajmo tablicu istinitosti i odredimo valjane kombinacije
vrijednosti logickih varijabli za izraz A — B.

Rjesenje:

— = ool

— o~ o | W
»—‘Or—lv—‘l

Valjane kombinacije su: (0,0), (0,1) i (1,1).

Budud¢i da su u nasoj zagonetki istovremeno istinite i jedna i druga izjava, one
se mogu povezati operacijom AND. Zapisano pomocu simbola: (A —-B) A
(A — B).

3. primjer: Nacrtajmo tablicu istinitosti i odredimo valjane kombinacije
vrijednosti logickih varijabli za izraz (A —-B) A (A — B).
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Rjesenje: Pocetni stupci tablice istinitosti izgledaju ovako: (tab. na rubu)

Koristeci prethodne primjere mozemo popuniti tablicu:
A B -B A—-B | A—B
0 0 1 1 1
0 1 0 1 1
1 0 1 1 0
1 1 0 0 1

— oo |k

— o= |Oo |

Konac¢no, zavr$ni stupac sadrzi izraz (A —-B) A (A — B). Buduc¢i da operacija
AND povezuje dvije implikacije koje se nalaze unutar cetvrtog i petog stupca,
gledaju se vrijednosti unutar tih stupaca. S obzirom na to da operacija AND
za rezultat daje vrijednost 1 jedino ako su obje ulazne vrijednosti 1, konacan
oblik tablice izgleda ovako:

A -B A—-B | A—B |(A—-B)A(A— B)
0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1
1 0 1 1 0 0
1 1 0 0 1 0

Je li Damina kuharica ukrala papar?

Vrijednost 1 u zavr$nom stupcu sadrze prvi i drugi redak, pa su valjane kom-
binacije vrijednosti logickih varijabli: (0, 0) i (0, 1). U objema kombinacijama
vrijednost varijable A je 0, odnosno izjava .Damina kuharica ukrala je papar” u
svakom je slucaju lazna. Odgovor na postavljeno pitanje zagonetke je da Damina
kuharica nije ukrala papar, no vrijednosti varijable B u valjanim kombinacijama
sui0il, pase ne moze zakljuciti je i Damina kuharica govorila istinu ili nije.

Tko je onda ukrao papar ako kuharica nije? Ima jo§ mnogo sumnjivaca:
Ozujski Zec, Ludi Klobucar, Puh, Grifon, Kornjaca i Jastog.

Tko je kradljivac papra, doznat Cete u sljede¢em broju [Vlatke!

Isprika autorima i ¢itateljima

U [Wlatki broj 109 potkrala se tiskarska pogreska u ¢lanku Kup Matematicke gimnazije u
Beogradu”. Pogresno je otisnut zadatak broj 6 (na stranici 7). Ispravno napisan zadatak glasi.

6. Nekaje 0 <t <1 te daje t realni broj takav da vrijedi ¢ + L 7. Vrijednost /t - L
je jednaka: g Vi
A5 B S (© 7 (D) —7 (E) 0
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