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Kombinatorika i vjerojatnost — zajedno
kroz ples

Dragana Jankov Masirevi¢, Mirna Miki¢*

Sazetak

U ovom ¢lanku su opisani osnovni kombinatorni principi koje ¢esto
koristimo prilikom rjeSavanja vjerojatnosnih problema te je dan uvid u
osnove teorije vjerojatnosti, s posebnim osvrtom na klasi¢nu definiciju
vjerojatnosti. Takoder, dani su zanimljivi primjeri iz svakodnevnoga
zivota na kojima je ilustrirana veza izmedu ovih dviju grana matema-
tike.

Kljuéne rije€i: kombinatorika, kombinacije, vjerojatnost, klasicna
definicija vjerojatnosti, uvjetna vjerojatnost, primjena u svakodnev-
nom Zivotu

Combinatorics and probability — together
through dance

Abstract

In this paper we present basic combinatorial principles, which are
often used in solving probability problems. Also, we present some
fundamental assertions of probability theory with special reference
to classical definition of probability. Examples of real-life problems
which illustrates connection between these two branches of mathema-
tics are given, as well.
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1 Kombinatorna teorija vjerojatnosti

Igre na sre¢u od davnina su privlacile paznju te je jos u 16. stolje¢u Car-
dano napisao ¢uvenu knjigu Liber de ludo aleae (Knjiga o bacanju kocke) u
kojoj, osim problema racunanja vjerojatnosti dobitka, piSe i o tome kako va-
rati [1, str. 37]. Dakle, u ovom djelu se radi o kombinatornoj vjerojatnosti,
iako se uspostavljanje njezinih temelja smjesta u 17. stoljece, u dopisivanju
Pascala i de Fermata o problemima koji uklju¢uju igre na srecu, a s kojima
se Pascalu 1654. godine obratio kockar Chevalier de Méré [1]. Huygens
na temelju njihovih rezultata objavljuje prvu matematic¢ku knjigu o vjero-
jatnosti De ratiociniis in ludo aleae 1657. godine, dok se prvim kompletnim
pregledom teorije vjerojatnosti smatra knjiga Ars conjectandi Jacoba Berno-
ullija, objavljena 1713. Bernoulli nije uspio dovrsiti svoje djelo, ali je njegove
rezultate nadopunio i pojednostavio de Moivre koji prvi daje klasi¢nu de-
finiciju vjerojatnosti kao omjer broja povoljnih i broja svih mogucéih ishoda,
danas poznatu u sljede¢em obliku:

Definicija 1.1. Neka je prostor (skup) elementarnih dogadaja (skup svih mogu-
¢ih ishoda) Q) neprazan i konacan. Ako su svi ishodi u kona¢nom skupu
elementarnih dogadaja (2 jednako mogudi, vierojatnost da se realizira do-
gadaj A C () jednaka je kvocijentu broja elemenata skupa A i broja eleme-
nata skupa (), to jest

k(A) _ broj povoljnih elementarnih dogadaja za A
k(QY)  brojsvih mogucih elementarnih dogadaja *

P(A) =

1.1 Vjerojatnosni principi

Jos je 1933. Kolmogorov aksiomatizirao vjerojatnost (vidi npr. [1]]). Naime,
opéenito, vjerojatnost definiramo kao funkciju P : 7 — [0, 1] na takozva-
nom izmjerivom prostoru (Q), F), gdje je F familija podskupova od Q, koju
nazivamo o—algebra, njezine elemente dogadajima, a koja zadovoljava aksi-
ome vjerojatnosti, tj. da je P(A) > 0, zasvaki A € F, P(QQ) = 1te da
je vjerojatnost unije prebrojive familije medusobno disjunktnih dogadaja
jednaka zbroju vjerojatnosti pojedinih dogadaja. Uredenu trojku (Q), F, P)
nazivamo vjerojatnosni prostor. Lako je provjeriti da vjerojatnost iz defini-
cije[l.1|zadovoljava aksiome vjerojatnosti.

Iz aksioma vjerojatnosti slijede mnoga druga svojstva vjerojatnosti, od
kojih u nastavku navodimo ona koja su nam od interesa te se i najcesée
koriste u praksi, a ostale ¢itatelj moze pronadci u [2, 7, 8].
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Na vjerojatnosnom prostoru (), F, P) vrijedi:

o Vijerojatnost suprotnog dogadaja

Neka je A € F dogadaji A© € F njegov komplement, tj. njemu
suprotan dogadaj. Tada je

P(A) =1—-P(A). (1)

o Vjerojatnost praznog skupa (nemoguéeg dogadaja)

P(®) = 0. @)

o Monotonost vjerojatnosti
Neka su A, B € F dogadaji takvi daje A C B. Tada vrijedi

P(A) < P(B). (©)]

o Vijerojatnost unije dva dogadaja

Ako su A, B € F ne nuzno disjunktni dogadaji, tada je

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB). (4)

Bitno je napomenuti da se formula [) moZe generalizirati na vjerojatnost
unije viSe dogadaja, $to nazivamo Sylvesterova formula:

Teorem 1.1. [Sylvesterova formula] Neka je (Q), F, P) vjerojatnosni prostor
i{A1, Ay, ..., Ay} € F konacna familija dogadaja. Tada vrijedi

P( Lnj Al-) =) P(A)— ) P(ANA4)
i=1 '

i=1 1<i<j<n

+ Y P(Al-ﬂA]-ﬁAk)—~-+(—1)"+1P<rn]Ai>.

1<i<j<k<n i=1

Dokaz. Vidi [8] str. 37-39].

Svakom dogadaju, u skladu s klasi¢nom definicijom vjerojatnosti, pri-
druzili smo njegovu vjerojatnost koja je potpuno odredena i ne mijenja se
u postavljenom problemu. No, $to ako promatramo vjerojatnost nekog do-
gadaja uz dodatne informacije o realizaciji slu¢ajnog pokusa? Kako bismo
odgovorili na ovo pitanje uvodimo pojam uvjetne vjerojatnosti.
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Definicija 1.2. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor i B € F dogadaj
takav da je P(B) > 0. Uvjetna vjerojatnost uz dani dogadaj B je funkcija
Pg : F — [0,1] definirana izrazom

Pg(A) = P(;X(Q)B)/

zasvaki A € F.

Uz pretpostavke definicije kako bi pronasli trazenu vjerojatnost, po-
trebni su nam kardinalni brojevi odgovarajuéih skupova, koje ¢emo pro-
nadi kao odgovor na pitanje na koliko se nacina nesto moZe odabrati. Stoga,
mozemo zakljuciti da ¢e se ra¢unanje vjerojatnosti (u slu¢aju kada mozemo
primijeniti klasi¢nu definiciju vjerojatnosti) svesti na prebrojavanje eleme-
nata skupova za Sto ¢e nam koristiti neki od osnovnih kombinatornih prin-
cipa koje éemo u nastavku upoznati.

1.2 Kombinatorni principi

Kod mnogih kombinatornih problema, rjeSenje je zasnovano na dvama os-
novnim principima prebrojavanja: princip sume i princip produkta te ih u
nastavku navodimo.

Teorem 1.2 (Princip sume). Neka su skupovi Sy, Sy, ..., S, kona¢ni i me-
dusobno disjunktni. Tada je i skup S; U Sy U --- U S, takoder konacan i
vrijedi:

k(S1USyU---USy) =k(S1) +k(S2) + - + k(Sn). )

Teorem 1.3 (Princip produkta). Nekasu Sy, Sy, ..., S, konacniskupovi. Tada
je Kartezijev produkt S; x Sy x - -+ x S, takoder konacan skup i vrijedi

k(51 X 52 X X Sm) = k(Sl) k(SZ) """ k(Sm)

Princip produkta ¢esto se formulira u obliku teorema o uzastopnom prebro-
javanju, koji u slobodnoj interpretaciji glasi ([8, str. 60]):

Teorem 1.4 (Teorem o uzastopnom prebrojavanju -slobodna interpretacija).
Ako prvi objekt moZzemo birati na k; nacina, drugi na k; nacina,.. ., m-ti
na k;; nacina, tadaimamoky - ky - - - - - ki nacina da se izaberu svi ti objekti.

Prilikom prebrojavanja kona¢nih skupova te samim time i u rje$avanju
kombinatornih problema bit ¢e nam korisna sljedeca tvrdnja:
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Teorem 1.5. Neka su A i B konac¢ni skupovi (ne nuZzno disjunktni). Tada
vrijedi

k(AUB) =k(A)+k(B) —k(ANB). (6)
Nadalje, ako je A C B, tada vrijedi

k(B\A) = k(B) — k(A). @)

Dokaz. Vidi [8] str. 61-62].
Jednakost (7) moZemo pisati i u obliku

k(B\A) = k(B) — k(AN B), ®)

s obzirom na to daje B\A = B\(ANB)i ANB C B.
Bitno je naglasiti da se uredeni razmjes$taji nazivaju permutacije, a neure-
deni razmjestaji kombinacije [3]. Kako su nam u rjeSavanju konkretnih pro-

hovu preciznu definiciju:

Definicija 1.3 (Kombinacije). Neka je A n-¢laniskupir € N, r < n. Kom-
binacija r-tog razreda u skupu A jest svaki r-¢lani podskup od A. Pri tome
broj svih kombinacija r-tog razreda u n-¢lanom skupu oznacavamo s C,(f) i
ra¢unamo na sljedeéi nacin

cfp_(”)_”(n—l)---(n—rJrl) n!

r r! C(n=r)ter!

Ako se od elemenata n—¢lanog skupa A tvore neuredene r—torke, onda
govorimo o kombinacijama s ponavljanjem r—tog razreda od n elemenata [5].
Drugim rije¢ima, dozvoljeno je da kombinacija s ponavljanjem sadrzi i jed-
nake elemente skupa A te u ovom slucaju nije nuZno ogranicenje r < n,
nego moZe bitiir > n.

Definicija 1.4 (Kombinacije s ponavljanjem). Nekaje A n-¢laniskupir €
IN. Kombinacija s ponavljanjem r-tog razreda u skupu A je svaka neuredena
r-torka {ay,ay, ..., a,} (ukojoj elementi mogu biti medusobno jednaki) ele-
menata iz skupa A. Broj svih kombinacija s ponavljanjem r-tog razreda u

(r)

n-&lanom skupu oznacavat éemo s C,;’ i vrijedi

= ("),
r
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Napomena 1.1. U slu¢aju kada moZemo primijeniti definiciju[1.1)i uz pret-
postavku da su nasi skupovi zapravo dogadaji iz (2 odmah slijedi veza iz-
medu gore navedenih kombinatornih i vjerojatnosnih principa. Na pri-
mjer, uz pretpostavku da su S1,Sy,...,S5; € Q (pri ¢emu je (2 neprazan i
konacan skup elementarnih dogadaja) jednako moguéi dogadaji, kada jed-
nakost (5), danu u teoremu podijelimo s k()), pomocu definicije
dobivamo upravo treéi aksiom vjerojatnosti u slu¢aju kona¢nog broja do-
gadaja.

Takoder, ako isto napravimo s teoremom [I.5]i jednakosti (6) dobivamo
svojstvo vjerojatnosti unije dva dogadaja (). Nadalje, na isti na¢in kao $to
smo generalizirali tvrdnju (4) na Sylvesterovu formulu, danu u teoremul(l.T}
tako i tvrdnju (6) teorema1.5)mozemo generalizirati na takozvanu formulu
ukljucivanja-iskljucivanja [6} str. 111].

2 Zanimljivi primjeri

U ovom poglavlju pokusat ¢emo kroz zanimljive primjere iz svakodnev-
noga zivota Citateljima pribliziti opisane kombinatorne i vjerojatnosne prin-
cipe.

Primjer 1. Ana se od osnovne $kole bavi plesom te bi voljela nastaviti s
tim i kada ove godine poc¢ne studirati. U gradu u kojem je upisala fakultet
postoje 4 gradske Cetvrti te se u svakoj od njih nalaze dva studentska resto-
rana i 4 plesna kluba, po dva u okolini svakog restorana. Prije nego po¢nu
predavanja, Ana Zeli unajmiti stan. Na koliko nac¢ina moZe odabrati Cetvrt,
studentski restoran i plesni klub ako:

a) nije bitno da studentski restoran i plesni klub budu u istoj ¢etvrti kao
istan;

b) nije bitno da studentski restoran bude u istoj cetvrti u kojoj je i stan,
ali plesni klub treba biti;

c) sve treba biti u najblizoj okolini stana.

Rjesenje. Pri rjeSavanju ovog primjera pomoci ¢e nam teorem [I.4] o uzas-
topnom prebrojavanju.

a) Sobzirom na to da nije bitna blizina stana, restorana i plesnog kluba,
iz uvjeta zadatka, prema teoremu|l.4|slijedi da je broj nacina na koje
Ana moze odabrati sve navedeno 4 - 8 - 16 = 512.
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b) Ana je cetvrt mogla birati na 4 nacina, restoran na 8 nacina (jer nije
bitno da on bude u istoj cetvrti) te se nakon odabrane cetvrti Ani u
blizini nalazilo dva restorana, odnosno 4 plesna kluba (jer se u okolini
svakog restorana nalaze dva plesna kluba). Sada je traZeno rjeSenje
4.-8-4=128.

¢) Nakon odabrane cetvrti (5to je Ana mogla napraviti na 4 nacina), od-
lucila je i¢i u jedan od dva najbliza restorana (jer je 8 studentskih res-
torana ravnomjerno rasporedeno po cetvrtima). Kako se u okolini
svakog restorana nalaze 2 plesna kluba, Ana je svoj izbor mogla na-
pravitina4 -2 -2 = 8 nacina.

Nakon dugog premisljanja, Ana je odlucila pronadi smjestaj tako da joj se
sve nalazi u najbliZoj okolini te se upisala u plesni klub Ritam. <

Primjer 2. Mjesec dana nakon Sto se upisala u plesni klub Ritam, Ani je
bio rodendan te je, vrlo zadovoljna drustvom iz kluba, odlucila na probu
donijeti kolace. U slasti¢arnici se prodaju Cetiri vrste kolaca: ¢oko-kocke,
baklave, kremsnite i Sampite. Ana je neodlu¢na oko izbora, a treba kupiti
20 kolada, jer toliko ¢lanova (zajedno s njom) ima njezin plesni klub. Na
koliko nacina Ana moZe odabrati kolace?

Rjesenje. Kako bismo pronasli rjeSenje, pomo¢i ¢e nam definicija od-
nosno kombinacije s ponavljanjem 20-og razreda skupa od 4 elementa, jer
kako imamo Ccetiri vrste kolaca, to je n = 4, a Ana treba kupiti 20 kolaca,
odnosno r = 20. Sada je

~(20) <4+20— 1
L=

=1771
0 )=

Sto je zaista veliki broj nacina na koji Ana moZe napraviti svoj izbor. <

Primjer 3. Anin trener je osmislio novu plesnu tocku za koju su potrebne
LED lampe. Preko jednog web-shopa je narucio posiljku od 120 LED lampi,
na sniZenju, pri ¢emu ga je proizvodac upozorio da se u posiljci nalazi 5%
neispravnih lampi, $to je razlog sniZenja. Treneru su lampe stigle na kué¢nu
adresu te je, zbog teZine, odlucio na trening ponijeti 42 lampe, po dvije za
svakog ¢lana plesne skupine te dvije za rezervu. Kolika je vjerojatnost da
je slucajnim odabirom 42 lampe trener odabrao to¢no dvije neispravne?

Rjesenje. U kutiji imamo 5% neispravnih lampi, $to znaci da je od njih 120, 6
neispravnih. Trener sluc¢ajno odabire 42 lampe, dakle nije nam vaZan raspo-
red. Stoga su svi moguci ishodi naseg izvlacenja zapravo 42-¢lani podsku-
povi skupa od 120 elemenata, odnosno nas$ prostor elementarnih dogadaja
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¢e biti
Q = {sve kombinacije 42-0g razreda skupa od 120 elemenata}.

To, prema definiciji znati daje k(Q) = ('3). Buduéi da nas zanima
kolika je vjerojatnost da su medu sluc¢ajno odabranim lampama to¢no dvije
neispravne, mozemo zapisati

A = {izmedu 42 slucajno odabrane LED lampe tocno su 2 neispravne}, A C Q)

te trebamo odrediti k(A). Bududi da nam je poznato da je 6 lampi neis-
pravno, znamo da ¢emo 2 neispravne LED lampe odabrati izmedu tih 6, a
to moZemo uciniti na (g) nacina. Kada smo odabrali 2 neispravne lampe,

ostaje nam odabrati 42 — 2 = 40 lampi izmedu 120 — 6 = 114 ispravnih, Sto

mozemo udiniti na (%()4) nacina. Sada zaklju¢ujemo da je k(A) = (g)(%}).

Na kraju, vjerojatnost da je trener sluc¢ajnim odabirom 42 lampe uzeo to¢no
2 neispravne je, prema definiciji[1.1} jednaka

BIe
(‘%

~ 0.33623.

P(A) =

Primjer 4. Plesnu tocku s LED lampama, koju su do sada u plesnom klubu
izvrsno svladali, Anin klub planira izvesti na velikoj proslavi povodom
Svjetskog dana plesa koji se slavi 29. travnja jos od 1982. godine. Tim po-
vodom, jedan plesni klub se pridruzio Aninom kako bi zajedno osmislili
nekoliko nastupa te ta dva plesna kluba zajedno broje 50 plesaca. Treneri
su se dogovorili da 30 plesaca sudjeluje ujazz dance koreografiji, 16 u break
dance koreografiji, dok ih 15, zbog sprije¢enosti, ne ide na nastup. Kolika
je vjerojatnost da ¢e svaki od plesaca koji idu na nastup sudjelovati u obje
koreografije, a kolika da ¢e sudjelovati samo u jazz dance koreografiji?

Rjesenje. Oznac¢imo s P skup svih plesaca, s | skup plesaca koji sudjeluju u
jazz dance koreografiji, s B skup svih plesaca koji sudjeluju u break dance
koreografiji, a s N skup svih plesaca koji ne idu na nastup. Sada imamo:

k(P) = 50,k(J) = 30,k(B) = 16,k(N) = 15.

MoZemo primijetiti da ¢e skup J U B oznacavati sve plesace koji idu na nas-
tup. Skupovi J U B i N su disjunktni te vrijedi P = (J UB) UN. Iz te-

orema [L.2]slijedi
k(P) = k(JUB) +k(N),
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stoga je
k(J UB) = k(P) — k(N) = 50 — 15 = 35.

Skup | N B predstavlja skup svih plesaca koji sudjeluju u obje koreogra-
fije, jazz dance i break dance. Njihov broj odredit éemo pomoc¢u formule
(6) dane u teoremu([1.5

Sadaje

k(JNB) =k(J) +k(B) —k(JUB) =30+ 16 — 35 = 11.

Nadalje, kako bismo dobili broj plesaca koji sudjeluju samo u jazz dance
koreografiji trebamo naci k(] \ B), a to éemo, pomocu jednakosti (8), na-
praviti na sljedeci nacin

k(J\ B) = k(J) —k(JNB) =30 — 11 = 19.

Sada mozemo izrac¢unati traZene vjerojatnosti. Vjerojatnost da svaki od ple-
saca koji idu na nastup sudjeluje u obje koreografije, prema definiciji[T.T} bit
¢e jednaka kvocijentu broja svih plesaca koji nastupaju u obje koreografije
i broja svih plesaca koji idu na nastup, to jest

k(JnB) 11

PUﬁB):kUUB):égzOSM%L

dok ¢e vjerojatnost da ¢e svaki od plesaca sudjelovati samo u koreografiji
jazz dance-a biti jednaka kvocijentu broja svih plesaca koji nastupaju samo
u koreografiji jazz dance-a i broja svih plesaca koji idu na nastup, odnosno
k(J\B) 19

= =~ ~ 0.54286.
KJUB) ~ 35 - 0-o4286

P(J\B) =

Primjer 5. Nakon uspje$nog nastupa na Svjetskom danu plesa, Anin plesni
klub Ritam priprema koreografiju za 20 plesaca, s kojom ¢e nastupiti na
Osjeckom ljetu kulture. Zbog godisnjih odmora, imaju samo 15 plesaca, stoga
odluce posuditi plesace iz drugog plesnog kluba. U drugom plesnom klubu
ima 20 plesaca, 7 muskaraca i 13 Zena te su svi plesaci spremni pomodi.
Voditelj drugog kluba nasumi¢no odabire 5 plesaca iz svog kluba, koje ée
posuditi klubu Ritam. Ako znamo da su svi odabrani plesaci istog spola,
kolika je vjerojatnost da su svi muskarci?

Rjesenje. S obzirom na to da odabiremo 5 plesaca iz drugog kluba od njih
20, zaklju¢ujemo da je

Q = {sve kombinacije 5-0g razreda skupa od 20 elemenata},
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tj. prema definiciji [1.3/k(Q)) = (%). Ono 3to dodatno znamo je da su svi
odabrani plesaci istog spola, a zanima nas kolika je vjerojatnost da su svi
muskarci te éemo definirati sljedece dogadaje

A = {odabrani plesaci su muskarci},

B = {odabrani plesaci su istog spola}.

MozZemo primijetiti da je A C B pa prema svojstvu monotonosti vjerojat-
nosti (3) zaklju¢ujemo da ¢ée biti P(A) < P(B) §to moZemo i pokazati.
Naime, ocito je

w-() =) (2)

odnosno
7 7 13
P(A) = ]Iigéi = ((ZZO)) ~ 0.00135 < 0.08437 ~ (5)(20)(5) = 1]:((52)) = P(B).

TraZimo vjerojatnost da su odabrani plesac¢i muskarci, pod uvjetom da su
svi odabrani plesaci istog spola. Dakle, prema definiciji[T.2)je

_ P(ANB) _ P(A)

_ _ pie A C
Pg(A) B(E) P(B),]er]eA_B,
iz Cega slijedi
k(4) 7
KQ) _ k(A) (5)
Pg(A) = = = ~ 0.0161.
kKB @+ (E)

Iz prethodnog rjeSenja moZemo zakljuciti da je vjerojatnost da su odabrani
plesaci muskarci, uz uvjet da su svi odabrani plesaci istog spola, vrlo mala. «

Primjer 6. Nakon sluzbenog programa na Osjeckom ljetu kulture, organi-
zatori su organizirali plesno natjecanje, u kojem su sudjelovale 4 ekipe od
kojih se svaka sastoji od pet plesaca i to tri plesaca iz plesnog kluba Ritam
i dva plesaca iz plesnog kluba Dance. Jedan novinar odlucio je od svih su-
dionika natjecanja slucajno odabrati 6 koji ¢e mu ukratko prokomentirati
svoje videnje tog dogadaja. Kolika je vjerojatnost sljede¢ih dogadaja:

a) medu izabranim sudionicima su to¢no dva iz plesnog kluba Ritam?

b) medu izabranim sudionicima je barem jedan plesac iz svake ekipe?

132



KOMBINATORIKA 1 VJEROJATNOST — ZAJEDNO KROZ PLES

Rjesenje. U oba slucaja ¢e nam biti potreban prostor elementarnih doga-
daja, a ovdje je to
Q = {svi 6-clani podskupovi skupa od 20 elemenata}.

Oxito je, prema deﬁniciji k(Q) = (260). TraZene dogadaje oznacit éemo
s

A = {medu izabranim sudionicima su tocno dva iz plesnog kluba Ritam}

= {medu izabranim sudionicima je barem jedan plesac iz svake ekipe}.

Kako bismo izra¢unali vjerojatnost dogadaja A, moramo odrediti kardi-

nalni broj tog skupa. Budu¢i da imamo 3 - 4 = 12 plesaca iz plesnog kluba
Ritam i 2 - 4 = 8 plesaca iz plesnog kluba Darnce, a biramo 6 plesaca od ko-

jih zelimo da budu to¢no dva plesaca iz Ritma, to je k(A) = () - (}). Sada
moZemo izradunati vjerojatnost primjenjujuci definiciju [1.1]

kA (-

Q) @)

P(A) = ~ 0.1192.

Ako oznac¢imo s
B; = {medu izabranim plesacima je barem jedan plesac iz i-te ekipe}, i = 1,2,3,4
onda dogadaj B moZemo prikazati na sljedeéi nacin:
B=B1NByNB3NBy
te je ocito
P(B) = P(By N By, N B3 N By).

Kako nam je, u ovom slucaju, lakse raditi sa suprotnim dogadajima, pro-
motrimo sljede¢i dogadaj:

BS = {medu izabranim plesacima nema niti jednog iz i-te ekipe}.
Sada ¢emo imati
P(B) = P(By N By N B3N By) = P((Bf UBS UBS UBS)C).

Koristeci svojstvo vjerojatnosti suprotnog dogadaja (I), vjerojatnost dogadaja
B moZzemo izraziti kao

P(B) = P((BS UBS UBS UBS)®) =1— P(BY UBS UBS UBY)
=1- P(BY) — P(Bf) — P(B§) — P(Bf) + P(Bf N Bf)
+ P(BS N BS) + P(BY NBY) + P(BS N BS) + P(BS N BY)
+ P(B§ NBY) — P(BY NBS NBS) — P(B{ N BS NBY)
— P(BS N B§ NBS) + P(BY NBS N BS N BY), )

—~ = <

133



DraGANA Jankov MASIREVIC, MIRNA Miki¢

gdje smo zadnju jednakost dobili pomoé¢u Sylvesterove formule dane u
teoremu Kako bismo izracunali vjerojatnost trazenog dogadaja, po-
trebno je izrac¢unati sve vjerojatnosti dane u prethodnoj formuli.

Buduéi da Zelimo odabrati Sest sudionika, a da pri tome niti jedan od tih
Sest nije iz i-te ekipe, to je

k(Bf) = (3) ' (165 ) - (165>’

$to, prema definiciji[I.} daje vjerojatnost

Nakon toga, traZimo vjerojatnost dogadaja BIC N Bjc, i # j, to jest zelimo
odabrati Sest sudionika tako da niti jedan nije iz i-te ekipe i niti jedan nije
iz j-te ekipe paje

10\ /10 10
CABY = . = i = | # i
k(Bf NBY) (0) (6) (6)’1’] 1,2,3/4,i#],

odnosno
P(BC N Bc) = 71{( icm B]C) = (160)
i ] k(Q) (260).

Nadalje, vidimo da je dogadaj BS N Bf N BE nemoguc jer u nasem izboru
od Sest sudionika ne bi trebao biti niti jedan sudionik iz 3 ekipe, $to nam
ostavlja 20 — 15 = 5 sudionika od kojih bismo trebali izabrati 6, a to je
nemoguce. Prema vjerojatnosti nemogudéeg dogadaja (2) slijedi

P(BENB NBE) =0,i#j#kijk=1234

Ocito je da ¢e i dogadaj BS N BS N BS N BY biti nemogué pa ¢e i njegova
vjerojatnost biti jednaka nula.
Nakon $to sve izra¢unato uvrstimo u (9), dobivamo
(15) (10)
P(B)=1—4--2-+6--£-—3-0+ 0~ 0.5159.
(s) (s)
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Primjer 7. S obzirom na to da je Ana uspjesno rjeSavala svoje obaveze na
fakultetu i pokazala iznimnu angaziranost u Ritmu, trener joj je preporucio
teaj za voditelja plesnih tehnika koji je Ana s odusSevljenjem upisala. Na-
kon odslu$anog tecaja, Ana je trebala poloziti ispit kako bi dobila diplomu.
Zbog nedostatka vremena, Ana je dosla na ispit, na kojem se izvla¢i 5 pita-
nja, znajudi odgovor na 90 od 100 pitanja. Kolika je vjerojatnost da ¢e Ana
znati odgovore na barem tri od pet izvucenih pitanja (koliko je potrebno za
polaganje tecaja)?

Rjesenje. Kako Ana na ispitu izvlaci 5 pitanja iz skupa od 100 pitanja to je
Q = {svi 5-¢lani podskupovi skupa od 100 elemenata},
odnosno prema definicijik(Q) = ('%). Oznatimo trazeni dogadaj s
A = {Ana zna odgovore na barem 3 pitanja},

$to znaci da Ana zna odgovor na 3, 4 ili 5 pitanja, odnosno toliko pitanja
je izvukla iz skupa od 90 pitanja na koja zna odgovor, a ostala pitanja je
dobila iz skupa od 100 — 90 = 10 pitanja koja nije naucila. Sada je, prema

definiciji
) D+ E)-D+E) @)
(100)
5
Nakon poloZenog tecaja, Ana je bila jako sretna te je odlucila proslaviti isti

dan. Nije se mogla odluciti hoce li navecer oti¢i na trening ili ¢e proslaviti
u krugu obitelji. Kolika je vjerojatnost za svaku od te dvije odluke? <

~ 0.99.

P(A) =
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