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SAZETAK

U ovom radu opisan je matematicki model vozila s Cetiri stupnja slobode gibanja tzv. polovinski
model vozila te postupak modeliranja umjetne izbocine. Dimenzije izbocina propisane su Pravilnikom
i ovise 0 ogranicenjima brzine. Za izabrani tip automobila provedene su potrebne simulacije kako bi
se prikazao utjecaj dodatnog tereta na gibanje tezista vozila pri prelasku preko umjetne izbocine. Sve
numericke simulacije provedene su u programskom paketu Matlab/Simulink. Rezultati simulacija
prikazani su tablicno, gdje je dana usporedba maksimalnih vrijednosti pomaka i ubrzanja vozila
i kotaca pri brzinama voznje 20 km/h, 30 km/h i 50 km/h u dva promatrana slucaja, tj. bez i s
dodatnim teretom. U vremenskoj domeni prikazani su odzivi vertikalnih i kutnih pomaka i ubrzanja
vozila pri brzinama 30 i 50 km/h.

Kljucne rijeci: dinamika vozila, dodatni teret, umjetne izbocine, numericka simulacija

1. UVOD

Vorzilo je tijekom voznje izlozeno utjecaju neravnina na cesti / kolniku. Te neravnine (izbocine i
ulegnuca) mogu nastati na pojedinim dionicama kolnika tijekom vremena uslijed prolaska teskih
teretnih vozila, slijeganja tla i slicno, a mogu biti i namjerno postavljene na cesti kao naprave za
smirivanje prometa (NN 92/2019). Prijelaz kotaca preko lokalne neravnine rezultira tzv. prijelaznim
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ili tranzijentnim vertikalnim odzivom vozila. Pravilnim odabirom vrste ovjesa te proracunom
njegovih parametara moze se uvelike utjecati na vibracijski odziv vozila. U tom smislu, svrha ovjesa
je povecanje udobnosti putnika tijekom voznje te osiguranje stabilnosti i upravljivosti vozila. Postoji
vise vrsta izvedbi mehanizma ovjesa no kad se analizira dinamika ovjesa Cesto se koriste modeli sa
koncentriranim parametrima, tj. opis pomocu ovjeSene i neovjeSene mase, opruznog i prigusnog
elementa (Reza, 2008).

Za analizu dinamike ovjesa koriste se cetvrtinski (% model), polovinski (% model) i puni model
ovjesa vozila. Cetvrtinski model (Shelke i dr. 2018) opisan je ovjesenom masom (odgovara %
ukupne mase vozila), neovjesenom masom (masa kotaca), koeficijentima krutosti i priguenja
te sluzi samo za analizu vertikalnog translacijskog gibanja. Sukladno tome, % model ovjesa
(Shahriar i dr. 2016, Shelke i Mitra, 2018) koristi polovicu od ukupne mase vozila i dvije neovje$ene
mase a puni model ovjesa (Radelja i dr. 2007) razmatra ukupnu masu vozila i sva ¢etiri kotaca.
% model ima dva stupnja slobode gibanja, % model ima Cetiri stupnja slobode gibanja, a puni
model sedam stupnjeva slobode gibanja. Razlikujemo dvije vrste % modela ovjesa, pri cemu prvi
razmatra posrtanje ovjeSene mase (zakretanje oko poprecne osi), a drugi naginjanje ovje$ene mase
(zakretanje oko uzduzne osi vozila).

U ovom radu razmatra se %> model ovjesa sa posrtanjem ovjesene mase (Obajdin, 2017). Takav
model je prikladan za analizu dinamike ovjesa vozila prilikom prelaska umjetne izbocine na ravnoj
dionici ceste. Za osobno vozilo danih karakteristika analiziran je utjecaj dodavanja tereta na odziv
ovjesa, tj. usporedivani su slucajevi odziva bez i sa dodatnom masom tereta. Numericke simulacije
provedene su u programskom paketu Matlab/Simulink. Usporedba rezultata simulacija dana je
u vidu maksimalnih vrijednosti odziva (pomaka i ubrzanja tezista vozila i kotaca) pri brzinama
voznje 20 km/h, 30 km/h i 50 km/h. Naposljetku, prikazani su odzivi vertikalnih i kutnih pomaka i
ubrzanja tezista vozila, pri brzinama 30 km/h i 50 km/h u vremenskoj domeni.

2. % MODEL VOZILA - POSRTANJE OVJESENE MASE

Vozilo je tijekom voznje izlozeno djelovanju neravnina na cesti. Pravilnim odabirom ovjesa ostvaruje
se povecanje udobnosti vozaca i putnika tijekom voznje te osiguranje stabilnosti i upravljivosti
vozila. Odabir vrste i parametara ovjesa Cesto predstavlja kompromis razlicitih zahtjeva tj. vozilo se
kako numericki tako i eksperimentalno testira u razlic¢itim uvjetima voznje. Kako je cilj ovog rada
dati usporedbu odziva za slucajeve prelaska vozila preko umjetne izbocine na ravnoj cesti, valjanje
nece imati bitnijeg utjecaja te se stoga razmatra %> model ovjesa sa posrtanjem ovjeSene mase. Slika
1 prikazuje vozilo sa svim stupnjevima slobode gibanja.
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Slika 1. Stupnjevi slobode gibanja vozila

DrawingForAll.net

Izvor: obrada autora, Tehnika motornih vozila (2006)

% model sa posrtanjem sastoji se od ovjeSene mase kojoj odgovara polovina mase vozila m i
polovina momenta inercije posrtanja (oko poprecne osi) J, neovjesene mase prednjeg kotaca m i
neovjeSene mase zadnjeg kotaca mase m, (slika 2).

Slika 2. % model vozila — posrtanje ovjeSene mase

Izvor: Obajdin (2017)

Krutost opruge i prigusenje prigusivaca prednjeg dijela vozila opisani su koeficijentima k, i ¢, a
zadnjeg dijela vozila koeficijentimak, i c.. Krutosti guma prednjeg i zadnjeg kotaca suk, ik, . Oznake
u, i u, predstavljaju pobudu podloge na prednji i zadnji kotac. Cetiri nezavisne koordinate kojima
se opisuje gibanje su: (1) vertikalni pomak teziSta prednjeg kotaca y,, (2) vertikalni pomak teziSta
zadnjeg kotacay,, (3) vertikalni pomak teZidta vozila y te (4) kutni zakret vozila oko poprecne osi 0.
Drugim rije¢cima, model omogucuje analizu vertikalnog gibanja vozila i kotaca te kutnog gibanja,
odnosno, posrtanja vozila (engl. pitch motion). Primjenom 2. Newtonovog zakona dobivene su
Cetiri diferencijalne jednadzbe gibanja:

415



R. Obaidin, G. Stimac Roncevic, S. Braut: Utjecaj dodatnog tereta na dinamiku polovinskog modela..
Zbornik Veleucilista u Rijeci, Vol. 8 (2020), No. 1, pp. 413-426

my = —c, (7 =b0—y,) =k, (y =bO—y,) =, (7 + ab = )~k (v + af - y,) (12)
JO =c,b(y—bO—,) +k,b(y —bO - y,)—c,a(y+ab—y,)—ka(y +ad - y,) (1.b)
m iy, =c,(y+ab—y)+k(y+ab—y)—k,(y, —u) (1)
my i, = c, (7 —bO—3,)+ky(y —bO—y,) —ky, (v, —u1,) . (1.d)

3. UMJETNE 1ZBOCINE

Prema Pravilniku o prometnim znakovima, signalizaciji i opremi na cestama (NN 92/2019) umjetne
izbocine su gotovi modularni proizvodi od gume ili plastike, a postavljaju se prije zone smirivanja
prometa preko jedne polovine ili po cijeloj Sirini prometne trake, ve¢inom u stambenim ulicama.
Ovisno o ogranicenju brzine, prema dimenzijama razlikuju se tri tipa izbocina:

a) za brzine voznje 50 km/h ili manje, Sirina ne smije biti manja od 60 cm, a visina ne smije prelaziti
3cm,

b) za brzine voznje 40 km/h ili manje, Sirina ne smije biti manja od 90 cm, a visina ne smije prelaziti
5cm,

c) za brzine voznje 30 km/h ili manje, Sirina ne smije biti manja od 120 cm, a visina ne smije prelaziti
7cm.

Umijetna izbocina na koju nailazi kota¢ moze se opisati funkcijom parabole:

u1=H—p[x—§j , (2)

gdje je H maksimalna visina izbocine, L maksimalna duljina izbocine te x prijedeni put, koji se moze
odrediti kao umnozak brzine vozila v i viemena prelaska preko prepreke t, kako slijedi:

xX=v-t. (3)

Koeficijent p u jednadzbi (2) dobiven je iz poznatih uvjeta u trenutku t = 0 (x = 0i u, = 0), primjenom
cega slijedi:

_4H

p-3 “

Matematicki model umjetne izbocine za brzine vozila do 30 km/h prikazan je na slici 3.
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Slika 3. Umjetna izbocina za brzine vozila do 30 km/h

Lezeci policajac za brzine do 30 km/h
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Izvor: Obajdin (2017)

4. NUMERICKI MODEL

Radi jednostavnije implementacije modela vozila opisanog jednadzbama (1) u programski
paket Matlab/Simulink iste su svedene na slijede¢i oblik (Obajdin, 2017):

my = Z[_Cz(y_yz)"'czbe_kz(y_yz)+kzbg_cl(y_yl)_clae_kl(y_yl)_k1a0:| (5a)

O=—[eb(r=1) =0+ by = y,) kb0 = a(y = i) - a0~ ka(y =)~ ka0 ] (5)

L1 o :
my, :;[cl(y—yl)+cla6’+k1(y—yl)+k1a0—khyl +kltu1] (5.0)

L1 o :
By =] (7=~ b0+ ky (y = 3,) = kb0 =y, + Ky, . (5.d)

m,

Na temelju jednadzbi (5) izraden je Simulink model, kao $to je prikazano na slici 4. Ovim modelom
prati se struktura matematickog modela (tok informacija), a ne fizikalna struktura stvarnog sustava
(tok energije). Za dobivanje numerickog rijeSenja obic¢nih diferencijalnih jednadzbi (5) u programu
Matlab/Simulink koristena je funkcija ode45, kojom se implementira Runge-Kutta metoda s
promijenjivim vremenskim korakom.

U podsustavu Umijetna izbocina na slici 4, definirana je pobuda koja djeluje na predniji kota¢, kako
je prikazano na slici 5. Umnozak brzine i vremena (vt) je ulazni signal u Matlab funkciju (MATLAB
Fen), gdje se na temelju izraza (2) definira pobuda prednjega kotaca kao:

ule—p(vt—éj . (6)
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U bloku t0 definira se trenutak t u kojem vozilo nailazi na prepreku (u ovom radu t, = 0.5 s).
Pobuda zadnjeg kotaca u, jednaka je pobudi prednjeg kotaca (u, = u,) i vremenski je pomaknuta
za iznos:

;=4 +b , )
1%
gdje su a i b udaljenosti prednjeg i zadnjeg kotaca od teziSta vozila, odnosno njihova suma

predstavlja vrijednost meduosovinskog razmaka.

Slika 4. % model vozila implementiran u Matlab/ Simulink
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Izvor: obrada autora, Obajdin (2017)
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Slika 5. Podsustav — Umjetna izbocina

Interpreted [_tl_\ =
v’IATLAE! Fe > C %{ * < >
Out1
. v MATLAB Fen 0 Switch
0

Constant

v

Izvor: Obajdin (2017)

5. REZULTATI SIMULACIJE

Da bi se istrazio utjecaj dodavanja tereta na gibanje vozila prilikom prelaska preko umjetne izbocine
provedene su dvije odvojene simulacije za koje su ulazni podaci dani u tablici 1. Dimenzije umjetne
izbocine preuzete su iz Pravilnika (NN 92/2019) za brzine manje od 30 km/h te iznose H = 0,07 m
iL=1,2m (slika3).

Vertikalni pomaci i ubrzanja vozila i kotaca te kutni pomaci i ubrzanja vozila pri brzini voznje
30 km/h za 1. slu¢aj (bez dodane mase) prikazani su na slici 6. U 1. slu¢aju podrazumjeva se da
ovjeSenu masu Cine polovica mase praznog vozila i vozaca. Na slici 6, su primjetne dvije vrsne
vrijednosti vertikalnih pomaka od kojih se prva odnosi na trenutak (t = 0,58 s) prelaska prednjeg
kotaca, a druga vrina vrijednost na trenutak (t = 0,92 s) prelaska zadnjeg kotaca preko umjetne
izbocine. Vremenski razmak izmedu navedene dvije vrsne vrijednosti iznosi 0,34 s, a uvjetovano
je brzinom vozila i meduosovinskim razmakom vozila. Sa slike 6 vidljivo je kako su vertikalna
ubrzanja prednjeg i zadnjeg kotaca u oba slucaja znatno veca od vertikalnog ubrzanja vozila, Sto
znadi da je ovjes u velikoj mjeri smanijio prijenos vertikalnog ubrzanja s kotaca na vozilo. Zbog
relativnog medudjelovanja prvog kotaca i ovjeSene mase tijekom prelaska prvog kotaca preko
umjetne izbocine pomak ima jednu vrsnu vrijednost dok ubrzanje ima dvije vrine vrijednosti. Isto
se dogadaii tijekom prelaska zadnjeg kotaca preko umjetne izbocine. Pracenjem kutnih zakreta oko
poprecne osi moze se zakljuciti da se ovjeSena masa nakon nailaska prednjih kotaca na umjetnu
izbocinu pocinje uspinjati dok u trenutku nailaska zadnjeg kotaca na umjetnu izbocinu ovjesena
masa pocinje posrtati. Nakon prelaska zadnjeg kotaca preko izbocine, ovjeSena masa dozivljava jos
jedan puni priguseni titraj kutnog pomaka nakon ¢ega se vraca u pocetni horizontalni polozaj. Sto
se tice kutnog ubrzanja ovjeSene mase, ono slicno vertikalnom ubrzanju dozivljava vise promjena
nego odgovarajuci kutni pomak, pri cemu su vrine vrijednosti vezane uz trenutak nailaska prvog,
odnosno, drugog kotaca na izbocinu puno intenzivnije u odnosu na druge vrsne vrijednosti.

Ako se vozilu iz 1. slu¢aja doda teret mase 300 kg (npr. zbog ukrcaja putnika na sjedalo suvozaca i
na straznje sjedalo te dodavanja tereta u prtljazniku) to ¢e dovesti do pomaka centra mase vozila
za 0,2 m prema zadnjem kraju vozila. U tom slucaju nove udaljenosti prednjeg i zadnjeg kotaca od
teziSta vozila iznose redom:a=14+02=16m,b=147-02 =127 m.
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Slika 6. Vertikalni pomaci i ubrzanja vozila i kotaca te kutni pomaci i ubrzanja vozila pri brzini
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Tablica 1. Ulazni podaci

Veli¢ina 1. slu¢aj (bez dodane mase) 2. sluéaj (s dodanom masom)
m, kg 1085/2 1385/2
J, kgm? 1100/2 1317/2
a,m 14 16
b, m 1,47 1,27
k,N/m 10000 10000
k., N/m 10000 10000
¢, Ns/m 1000 1000
¢, Ns/m 1000 1000
m,, kg 40 40
m,, kg 40 40
k., N/m 150000 150000
k., N/m 150000 150000

Izvor: obrada autora, Reza (2008), Kulikowki i Szpica (2014)

voznje 30 km/h (1. slucaj)
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Izvor: rad autora
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U tablicama 2, 3 i 4 prikazana je usporedba maksimalnih apsolutnih vrijednosti promatranih
veli¢ina (vertikalnih pomaka i ubrzanja vozila i kotaca te kutnih pomaka i ubrzanja vozila) u oba
slucaja (bez i s teretom) pri brzinama voznje 20 km/h, 30 km/h i 50 km/h, respektivno. Dobar uvid
u utjecaj dodatnog tereta na gibanje vozila moze se dobiti promatranjem postotnog odstupanja
maksimalnih vrijednosti u slucaju bez i sa dodanim teretom. Najveca se odstupanja javljaju
kod vertikalnih pomaka (-21.75%, -3.39%, -16.84%) i vertikalnih ubrzanja (-22.13%, -20.98%,
-24.01%) vozila te kutnih pomaka (-8.31%, -11.69%, -2.15%) i kutnih ubrzanja vozila (-5.96%,
—6.47%, -6.06%). To je pokazatelj ucinkovitosti ovjesa, koji je u ovom slucaju gotovo u potpunosti
smanijio prijenos vertikalnog gibanja s kotaca na vozilo. Najveca odstupanja vertikalnih pomaka
i vertikalnih ubrzanja vozila uoceni su pri brzinama voznje za koje nije projektirana izbocina
(20 km/h i 50 km/h), dok se najveci kutni pomaci i kutna ubrzanja javljaju pri brzini 30 km/h.
Vremenski odzivi veliCina s najizrazenijim odstupanjima, odnosno, vertikalnih pomaka i ubrzanja
vozila te kutnih pomaka i ubrzanja vorzila, kod brzina voznje 30 i 50 km/h, prikazani su na slikama
71 8, respektivno.

Tablica 2. Usporedba maksimalnih vrijednosti promatranih veli¢ina u 1.i 2. slu¢aju pri brzini

voznje 20 km/h
.. .. (2. slugaj)—(1. slugaj)
v=20km/h 1. slucaj 2.slucaj (1. siuca)) 100%

y1, mm 74,39 74,35 -0.05%

y2, mm 74,37 73,57 -1.06%

y, mm 24,88 19,47 -21.75%
a ,m/s? 58,56 58,53 -0.05%
a, m/s? 58,43 58,21 -0.36%

a, m/s? 3,38 2,63 -22.13%
6, mrad 26,98 24,73 -831%
g,rad/s? 4,43 4,16 -5.96%

Izvor: rad autora
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Tablica 3. Usporedba maksimalnih vrijednosti promatranih veli¢ina u 1.i 2. slu¢aju pri brzini

voznje 30 km/h
.. .. (2. slugaj)—(1. slutaj)
v=30km/h 1. slucaj 2.sluéaj (1. siuca)) 100%

y1, mm 87,23 87,19 -0.05%

y2, mm 88,22 86,98 -1.41%

y, mm 18,13 17,42 -3.93%
a, m/s2 76,57 76,55 -0.03%
a,m/s? 76,87 76,75 -0.16%

a, m/s? 4,09 323 -20.98%

6, mrad 22,48 19,85 -11.69%
&,rad/s? 5,42 5,07 -6.47%

Izvor: rad autora

Tablica 4. Usporedba maksimalnih vrijednosti promatranih veli¢ina u 1.i 2. slucaju pri brzini

voznje 50 km/h
.. .. (2. sluéaj)—(1. slucaj)
v=50km/h 1. slucaj 2. sluéaj (1. sluca)) 100%

y,mm 94,64 94,60 -0.04%

Y, mm 95,75 94,40 -141%
y,mm 18,18 15,12 -16.84%
a,m /s 179,80 179,80 0.00%
a,,m/s’ 179,09 180,17 0.60%

a, m /s 8,00 6,08 -24.01%

0, mrad 12,95 12,67 -2.15%

&, rad/s’ 10,69 10,04 -6.06%

Izvor: rad autora

Kod brzina 20 i 50 km/h utjecaj promjene opterecenja mase vozila ima izrazenije posljedice u
smislu promjene vertikalnih pomaka (-21,75 %, -16,84 %) ovjeSene mase, y, dok se kod brzine 30
km/h uocava da promjena opterecenja vozila ima gotovo zanemariv utjecaj na vertikalne pomake
ovjesene mase (-3,93 %). Iz navedenoga slijedi; ako se vozilo giba sa brzinom za koji je izbocina
projektirana tada promjena opterecenja vozila nema znacajniji utjecaj na promjenu odziva
ovjeSene mase. Treba napomenuti da su predmet usporedbe bile apsolutne veli¢ine kinematickih
veli¢ina te da kod razlicitih brzina vozila i razli¢itih kinematickih odziva ovjesa (vertikalni i kutni
pomaci i ubrzanja) one mogu biti vezane ili uz trenutak prelaska prednjih ili uz trenutak prelaska
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zadnjih kotaca preko umjetne izbocine. Osim toga, predmet usporedbe mogu biti maksimalne
apsolutne vrijednosti pozitivnih ili negativnih vrijednosti. Iz toga moze se zakljuciti da u relativnoj

usporedbi ne usporedujemo uvijek iste pod-dogadaje niti iste ekstreme odziva (min, max) iz Cega
proizlaze i odstupanja od oekivanih intuitivnih trendova.

Slika 7. Usporedba vertikalnih i kutnih pomaka i ubrzanja vozila pri brzini voznje
30 km/h u 1.i 2. slu¢aju (puna linija: bez dodane mase, crtkana linija: s dodanom masom)

Pomak vozila na vertikalnoj osi

20
g 10
£ e
= 0 \ bt
10
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
Ubrzanje vozila na vertikalnoj osi
8
N, 4 \
€ 0 \/'\., Ao
o 4 )
-8
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
Kutni pomak oko poprecne osi
25
£\
- 125 \
g Vi o
S e \ 7
© 125 3
-25
0.5 1 15 2 25 3 35 4
Kutno ubrzanje oko poprecne osi
12
o 6
? 0 (\ N g VA
E Y
-12
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
ts

Izvor: rad autora
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Slika 8. Usporedba vertikalnih i kutnih pomaka i ubrzanja vozila pri brzini voznje
50 km/h u 1.i 2. slucaju (puna linija: bez dodane mase, crtkana linija: s dodanom masom)

Pomak vozila na vertikalnoj osi
20

10 / <
0 .'\, i e

y, mm

_100 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
Ubrzanje vozila na vertikalnoj osi
4 I ﬂ
N
2 \hu\ l\VA
o (A
4 V H
-8
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
Kutni pomak oko poprecne osi
20
< 10 A
o
S 10 el
-20
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5
Kutno ubrzanje oko poprecne osi
12 ﬂ
o A
g o il
S .6 ‘V{ k\{
-12
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

t,s

Izvor: rad autora

6. ZAKLJUCAK

U ovom radu opisan je matematicki model vozila s Cetiri stupnja slobode gibanja te postupak
modeliranja umjetne izbocine. Matematicki model vozila, odnosno, diferencijalne jednadzbe
gibanja vozila dobivene su primjenom 2. Newtonovog zakona. Za izabrani tip automobila,
provedene su numericke simulacije u racunalnom programu Matlab/Simulink kako bi se pokazao
utjecaj dodatnog tereta na gibanje vozila pri prelasku preko umjetne izbocine. Usporedbom
pomaka i ubrzanja vozila i kotaca u slu¢aju bez i s teretom kod tri brzine voznje (20 km/h, 30 km/h
i 50 km/h) pokazano je da dodavanje tereta smanjuje vertikalne i kutne pomake i ubrzanja vozila,
dok nema znacajnijeg utjecaja na pomake i ubrzanja kotaca. To je pokazatelj u¢inkovitosti ovjesa,
koji je u promatranom slucaju gotovo u potpunosti smanjio prijenos gibanja s kotaca na vozilo.
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ABSTRACT

In this paper a mathematical model of a vehicle with four degrees of freedom i.e. half vehicle model and
a procedure for modelling artificial bumps are described. The dimensions of the artificial bumps are
prescribed by the Rulebook and depend on speed limits. To show the influence of additional cargo on
vehicle movement when driving across artificial bumps, for the selected type of car, required numerical
simulations are carried out. All numerical simulations are carried out in the Matlab/Simulink
software package. The simulation results are presented in the table form, where the comparison of
the maximum values of vehicle and wheel displacements and accelerations for three vehicle speeds
(v=20km/h,v =30 km/h and v = 50 km/h) and for two cases, i.e. without and with additional cargo,
is given. Vertical and angular displacements and accelerations of the vehicle are also shown in the time
domain for speeds 30 and 50 km/h.

Key words: vehicle suspension dynamics, additional weight, artificial bumps, numerical simulation
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