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THE APPLICATION OF GENLRALISED IMAGE
TRANSFORMATIONS IN ANALYSIS OF RELA-
TIONS BETWEEN GROUPS OF VARIABLES

In kinesiological, and generally anthropological
investigations it is sometimes of certain interest to
determine latent structure of a system of variables
projected in some other space, and/or to determine
the structure of a system of variables in residual
space, obtained after projection of this system in
any other space. The comparison between thus
obtained latent structures and latent structures in
real and image space can give significant
information about real latent structure of some
system of variables and changes of this structure
under different experimental conditions.
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NMPUMEHEHUE OBOBIIEHHEIX HMAJK TPAHC-
POPMALIIM B AHAAU3E OTHOIUEHHM COBO-
KYIIHOCTEM ITIEPEMEHHBIX

B xuHeanoAOrHuecKkux H, Boobme, B AHTPOIOMETPH-
UCCKHX HCCACAOBAHHMAX HHOTAR BHHMAHHE VACASETCS
ONPEACACHHIO AATEHTHOH CTPYKTYPH KaKOH-TO CcHCTe-
MBI TIEDEMEHHBIX, IIPOEKIIHPOBAHHBIX B KAKOE-TO APYIoe
OPOCTPAHCTEO,H/HAH ONPEACASSETCS CTPYKTYPA KaKOi-
“TO CHCTEMBI IICPEMEHHBIX B PE3HAVAABHOM IIPOCTPAH-
CTBE, NMOAYVUEHHOM MOCA€ NPOCKLHH 9TOH CHCTEMBL B
KaKoe-To APYTOe MPoCTPaHeTBOo.

CpaBienne AaTeHTHBIX CTPYKTYD, HOAYYCHHEIX Ta-
KHM ClOCoGOM, € CTPYKTYPAMH, HOAVYEHHBIMA B PEAAD-
HOM H HMayK NPOCTPAHCTBaX, MOMKEeT CTATh HCTOMHHKOM
BAKHBEIX AQHHBIX O ACHCTBHTEABHOM AATEHTHOH CTPYK-
TYPE ONPEACACHHOI CHCTEMBI NEPEMEHHLIX M O mepe-
MEHHLIX 9TO CTPYKTYPEL B 3aBHCHMOCTH OT PAa3AHYHEIX
IKCHEPHMEHTAALHBIX VCAOBMIL



1. UVOD

U kineziologijskim, i uopée antropologijskim
istraZivanjima gdjekada je od izvjesnog interesa
odredivanje latentne strukture nekog sistema va-
rijabli projiciranih u neki drugi prostor, i/ili od-
redivanje struktura nekog sistema varijabli u re-
zidualnom prostoru, dobijenom nakon projekci-
je tog sistema u neki drugi prostor. Usporedba
tako dobijenih latentnih struktura sa struktura-
ma dobijenim u realnom i image prostoru moze
pruziti znacajne informacije o stvarnoj latentnoj
strukturi nekog sistema varijabli i promjenama
te strukture pod razli¢itim eksperimentalnim uv-
jetima.

Vjerojatno najéeddi, iako mozda ne i najvazni-
ji slu¢ajevi u kojima je ovakav nacin odredivanja
latentnih struktura neophodan ili koristan su:

(1) analiza promjena strukturalnog, dakle kva-

litativnog, tipa izazvanih nekim sistemom
kineziologijskih transformacijskih operato-
tora

(2) analiza stabilnosti latentne strukture sis-

tema varijabli koji pripada jednom seg-
mentu antropolo$kog prostora nakon par-
cijalizacije efekata koji potitu iz nekog
drugog sistema varijabli koje puipadaju
nekom drugom segmentu antropoloskog
prostora

(3) analiza stabilnosti latentne strukture sis-

tema varijabli koji pripada jednom seg-
mentu antropolo$kog prostora nakon pro-
jekcije tog sistema u neki drugi segment
antropoloskog prostora

(4) analiza promjena latentne strukture ne-

kog sistema varijabli pod vidom objektiv-
nih obiljezja transformacijskih operatora
ili objektivno odredenih uvjeta pod koji-
ma se odvija transformacijski proces

(5) analiza latentne strukture nekog sistema

antropologijskih varijabli projiciranih u
sistem ekolo8kih varijabli

(6) analiza latentne strukture nekog sistema

varijabli nakon parcijalizacije efekata re-
meteéih faktora.

Kriterij najmanjih kvadrata primijenjen je i
kod operadija projekcije i parcijalizacije i kod
odredivanja osnovnih ortogonalnih struktura. Te
su strukture odredene na temelju generaliziranog
komponentnog modela. Medutim, samo su kose
parsimonijske transformacije osnovnih ortogonal-
nih struktura tretirane kao realne latentne struk-
ture.*

* Ovaj je metod, &ini se, vrlo pogodno sredsivo i za annlizu
intergeneracijskih procesa, U loku je mjegova primjena u analizi
in-bm;ggnen;.qijs-kq_ mobilnosti, o priprema se njegova _primjena iu
analizi psihijatrijskih poremedaja djece u funlkaiji wh poremedaja
u njihovih roditelja,

Ovo istrafivanje provedeno je u okviru teme wGenerallzirane ima-
ge transformacijes program IstraZivalkog rada sUtjecaj tielesne
aktiviosti na psihosomalski statuse koji su financirali Savjet za
dio podprograma »Geneniranje transformacijskih operatoras 1 +Me-
nauéni rad SR Hrvatske i Sveuéilifte u Zagrebu, Ova je fema
tode za transformaciju i kondenzaciju kineziolodkih informacija«.

2. OSNOVNE TRANSFORMACIJE

Neka je Z = (z;),i =1, N; j 1.n; n <N

matrica rezultata N entiteta S; u n varijabli V;
standardiziranih tako da je Ej =3 z;/N=01i
s,~2 — g y—2z; P /N = 1; kako su kineziologij-
ske i opéenito antropologijske varijable na kon-
vencionalnim mjernim ljestvicama, ova operacija
gotovo nikada ne vodi do gubitka informacija, a
znatno pro$iruje opseg transformacijskih postupa-
ka. Neka je sistem varijabli {V; } multivarijatno
normalno distribuiran; otuda ¢ée i svaka varija-
bla V; biti normalno distribuirana. Sistem varija-
“V; } bit e tretiran kao primarni sistem.
Neka je W= (Jp ), i =1, N, p=1m m<<N
matrica rezultata istih N entiteta S; u varijabla-
ma W i neka je sistem {W,; } takoder multivari-
jatno normalno distribuiran, i neka je svaka nor-
malno distribuirana varijabla W takoder stan-
dardizirana tako da je s, = 0 is;= 1. Sistem
varijabli {W, } bit ¢e tretiran kao sekundarni sis-
tem.

Varijable W, mogu pripadati nekom drugom
segmentu antropolo$kog prostora, mogu biti mje-
ra objektivnih obiljezja transformacijskih opera-
tora ili ekolo$kih karakteristika skupa {S;} ili
se moze raditi o istim varijablama V;  odrede-
nim pod razli¢itim eksperimentalnim uvjetima.

Pretpostavimo, za sada, da je m << n, i da su
varijable V; i W, unutar skupova {V; } i
{Wp} linearno nezavisne; zbog efekta eror fakto-
ra moze se, bez gubitka moguénosti generalizaci-
je, pretpostaviti i da su varijable V; i W, izme-
du sebe linearno nezavisne.

=35 |l

Matrica interkorelacija varijabli V;
R=7"7Z N1 (1.1)

imat ée puni rang, a jednako i matrica interkore-
lacija varijabli W,

P=1"WTN-1 (1.2)
Matrica kroskorelacija varijabli V; i W,
C=272Z'"U N— (1.3)

bit ¢e, opdenito, ranga n.
Dijagonalna matrica unikviteta varijabli V; je
U = dg—! R—1 = (n¥) (1. 4)
pa je matrica rezultata u varijablama V; trans-
formirana u image oblik
Y=ZI—R1T1? = (Yy) (1.5)
Image varijable \7j su, naravno (Guttman,
1953) multivarijatno normalno rasporedene sa a-
ritmeti¢kim sredinama y - 0 i varijancama
S} = 1 — « ; matrica kovarijanci tih varijabli je
G=Y,YN-1=R+TU2R-U2—202 (1.6)
i dalje ranga n.

Svaka image varijabla moZe se shvatiti kao
optimalna linearna kombinacija, sukladno krite-
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riju najman]lh kvadrata, preostalih varijabli iz
skupa {V;} ili, kao rezultat projekcije vektora
varijable ’l/ ponovno sukladno kriteriju najma-
njih kvadmta u n—1 dimenzionalni
omeden vektorlm-a varijabli V, , k = j.

prostor

Analogno tome, mogu se vektori varijabli V;
projicirati, sukladno kriteriju najmanijih kvadra-
ta, u prostor omeden varijablama W, ; nove vari-

jable, V , bit ée, naravno, optimalne linearne
komb1nac1j.e, sukladno kriteriju najmanjih kva-
drata, varijabli W, .

Matrica tako formiranih varijabli, dobijena
standardom regresionom tehnikom, bit de

Aritmeti¢ke sredine normalno distribuiranih
= ) —_—
vanijabli V; bit ce, naravno w; = 0. Matrica va-
rijanci-kovarijanci tih vanijabli je

I'=QON-1 =CP-1C (1. 8)

Matrica rezidualnih varijabli V; je
X=2Z—Q=Z—-UP1C = () (1.9)

Varijable Vj imaju aritmeti¢ke sredine
X; =0; matrica varijanci-kovarijanci tih
varijabli je
O=XXN-1=(Z—¥YP-1C')Y N-1 (Z—WP-1C) —
R—CP-1C' =R—T (1. 10)

Naravno, i varijable Vj imaju multivarijatnu

normalnu raspodjelu.

Definirajmo
DL =dg G (1.11)
D% =dgT (1.12)
i
D% =dg @ (1.13)

Matrica standardiziranih rezultata u varija-
~ AN .
blaman ’ v] i Vj bit ée

Zy = Y D¢ (1. 14)

Zo =QD} (1.15)
i

Zy =XD& (1.16)

a matrice interkorelacija tako standardiziranih
varijabli

Rg = ZyZyN'1=D} G D§ (1.17)

Ry =Z'tZp Nt = Dir D! (1.18)
i

Rg = Z'3xZxN-1 = Dg ® D (1.19)
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Prema tome, za odredivanje latentne struktu-
re varijabli V; nezavisno od i u odnosu na va-
rijablu W, mogu se upotrijebiti:

(1) R = kompletna matrica interkorelacija
u realnom prostoru varijabli V;

(2) G = matrica kovarijanci u image pros-
toru vanijabli V;

(3) Rg = matrica korelam]a varijabli V; u
image prostoru

4) ' = matrica kovarijanci varijabli V;
projiciranih u prostor varijabli W,

(5) R; = matrica korelacija varijabli V; p10—
jiciranih u prostor vaiijabli W,

(6) ¢ = matrica kovarijanoi varijabli V ;

u prostoru koji je ortogonalan na
zajedni¢ki prostor medu varijabla-
ma V; i W,

() R = matrica korelacija varijabli V;
u prostoru ortogonalnom na zajed-
ni¢ki prostor koji omeduju varija-
ble V; i W,

Usporedba latentnih struktura dobijenih na
temelju ovih matnica pod vidom

a) broja latentnih dimenzija koje se mogu
smatrati statisticki i/ili kiineziolo$ki zna-
¢ajnim

b) velidine zajedni¢ke varijacije sistema i po-
jedinih varijabli u faktorskom prostoru

¢) kongruencije solucija transformiranih u
(kosi) parsimoni¢ni oblik

d) korelacija latentnih dimenzija odredenih
na temelju kona¢nih parsimoni¢nih soluci-
ja

e) kroskorelacija latentnih dimenzija odrede-
nih na temelju razlic¢itih kona¢nih parsimo-
ni¢nih solucija

moZe pruditi odredene informacije o strukturi si-

stema varijabli {V; } u odnosu na sistem varija-
bli (W, }.

3. ODREDIVANJE LATENTNIH STRUKTURA

Neka je p ma koja, u opéem sluaju nesigular-
na, matrica varijanci-kovarijanci reda n. Rje$ava-
njem sistema karakteristi¢nih jednadzbi

p— D=0

i=1...,n
dobit dée se matrica karakteristiénih vektora
X=xi) j k=1,..., ni dijagonalna matrica

karakteristi¢nih korjenova
=(2\j ), i=1,...,
=XAX
Neka su X: = (xjk) k=1-..,tiX (xi),
k=t+ 1,..., n dvije submatrlce matrice X, i

n. Otuda



neka su A i A: jednako definirane submatnice A.
Vrijedi naravno

p=XAX 4+ X: A X'

Definirajmo

P = X A X
i

P2 = X, A X
Ako je

p: ~ dg p:

matrica g je matrica koja, uz rang t <mn, dobro
aproksimira matricu p. U tom slucaju velktori
matrice p: omeduju prostor u kome su moguce
slu¢ajne varijacije vektora iz p; otuda su infor-
macije koje emitira matrica p: irelevantne za od-
redivanje latentne strukture analiziranih varija-
bli.

Ova varijanta komponeninog modela osnov je
7a odredivanje latentnih struktura svih matrica
koje mogu biti predmet predloZenog tipa anali-
za. Naravno, moguce je te analize udiniti i na te-
melju klasi¢nog faktorskog modela

p=X1A1X1+U2p

gdje je U;‘f dijagonalna matrica unikviteta; no
pote$koée sa odredivanjem komunaliteta i nemo-
guénosti izratunavanja faktorskih vrijednosti en-
titeta S' znatno oteZavaju komparativne proce-
dure, koje su sustinski dio predloZenog tipa ana-
lize latentnih struktura.

Na temelju ovog modela sve matrice koje mo-
gu biti predmet ovog tipa analize mogu se fakto-
rizirati tako da vrijedi

R= QgLg Qg+ Kg Jg K'» @.1)
G = QgLg Qg + K¢ Jg K 2.2)
Rg = Q L, @, + K; J, Ky (2.3)
I =QrLprQr + Kr Jr K'r 2.4
Ry = Qy Ly Oy + Ky Iy K'y 2.5)
® = QpLleQo + Ko Jo Ko (2.6)
Ro = QpLe0p + Ko Jo Ko @.7)

gdje su Q matrice prvih tq karakteristi¢nih vek-
tora, a L dijagonalne matrice prvih to karakteri-
sticnih korjenova, dok su K i J matrice preosta-
lih n—tq vektora i korjenova. Rang matrica Q,
oznaden sa tq , moZe, naravno, biti nejednak ne
samo izmedu razliditih pocletnih matrica, veé i
unutar njih; naime tq se moze odrediti na nekoli-
ko nacina i u okviru analiza iste matrice.
Odredivanje broja latentnih dimenzija bitno
je za sve dalje komparativne procedure, Predlo-
¥eno je stoga nekoliko razli¢itih metoda za odre-
divanje ty za svaku pocetnu matricu. Naravno,
od presudnog je znacaja odrediti { upravo za
matricu R; no procjena tog broja na temelju ne-
kih drugih matrica moze znalno doprinijeti od-
redivanju dimenzionalnosti faktorskog prostora.

4 KINEZIOLOGIJA

Oznadimo sa tp broj znacajnih latentnih di-
menzija matrice R, Taj se broj moZe, za svrhe
ovog ftiipa analiza, odrediti na bilo koji od slije-
deéih nacina:

(1) Uobitajenim Guttman-Kaiserovim postupkom,
tj. tako, da je
tgy = NUM (Lg; = 1) (2.8)

(2) Na temelju PB kriterija (Stalec i Momirovié,
1971) tako da budu zadovoljeni uvjeti

2.9

(3) Na temelju kriterija $to ga je Kaiser pred-
loZzio za matrice reskalirane na antiimage me-
triku; ako su A; karakteristi¢ne vrijednosti
matnice U-1 R U1,

(4) Na temelju veli¢ine realne varijance reducira-
ne matrice interkorelacija (Momirovié, 1973).

~

Neka su A; nenulti korjenovii karakteristi¢ne
jednadzZbe

(R—U) — A; 1) x5 =0 2.11)

j=1,...,n

Neka je t broj nenegativnih korjenova. Broj zna-
¢ajnih latentnih dimenzija matrice R odreduje se
tako, da budu zadovoljeni uvjeti
tirg t
T Lyy= XA
i=1 i=1
(2.12)
tR4—1 t
j=1 j=1

Qcito, zbog toga $to je

in

27\1 =1ir G
j=1

tra > tgry

I onako oskudan izbor pretezno nezadovoljavaju-
¢ih kriterija za odredivanje broja znacajnih oso-
vina image matrica kovarijanci mora biti drasti-
¢no suZen da bi usporedba razli¢itih solucija mo-
gla biti razumno objektivna. Za svrhe ove anali-
ze, &ini se, mogude je primijeniti uglavnom ove
kriterije:

) te= tra (2.13)

gdje je tp, neki od rangova faktorske matrice
dobijen u kompletnom prostoru; &ini se dosta ra-
zumnim da se u tu svrhu upotrebe tg; ili tgg
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(2) DMEAN kriterij (Momirovi¢ i S$talec, 1972), u
sustini ekvivalentan Guttman-Kaiserovom krite-
riju u kompletnom prostoru

te;= NUM (Lg;= tr G/n) (2.14)

(3) DMAX kriterij (Momirovi¢ i $talec, 1972); ka-
snija istraZivanja su pokazala da se pona$a kon-
zistentnije od DMEAN kriterija

tg = NUM (Lg; = MAX g;;)  (2.15)

gdje su g; dijagonalni elementi matrice G, tj.
koeficijenti determinadije realnih varijabli na te-
melju skupa preostalih, dakle varijance image va-
rijabli.

(4) trs = trer (2.16)

gdje je tgg; rang ocijenjen na temelju LC kri-
terija za odredivanje broja znacajnih osovina
matrica interkorelacija image varijabli.

Izgleda da za odredivanje broja faktora ma-
trice Rg postoji samo jedan kriterij, nezavisan
od ostalih solucija. To je

(1) LC kriterij (Momirovi¢ i Zakrajsek, 1972) &ija
je logika ekviivalentna logici PB kritenija. Dakle,
trer je broj Lgg; koji zadovoljava uvjete

trRGL—1
)3 LRGj < tr G
i=1
2.17)
trat
¥ Lpg =trG
j=1

Naravno, i ovdje je tzg moguée odrediti na teme-
Iju nekog od tgg ; otuda

2 tre2 = tra (2.18)
pri ¢emu je vjerojatno najrazboritije primijeniti
t gy ili try.

Za ostale matrice nema, naravno, do sada pre-
dloZenih kritenija. No logika analize i nadin nji-
hova formiranja dopuitaju relativno razborite
kriterije za odredivanje broja znadajnih faktora
i u tim matricama.

Varijable /\71- su, u biti, image varijable vari-
jabli V; u prostoru omedenom sistemom vari-
jabli W, . Otuda, za broj faktora matrice T mo-
gu biti primijenjeni sli¢ni kriteriji kao i za broj
faktora matrice G.

(1) trl = tRa (2.19)
no ovdje, uz tpg, itz svakako dolazi u obzir i
tRy-

(2) Analogno DMEAN kriteriju,
tp = NUM (Lp; = tr I'/n) (2.20)

jer je tr I ukupna varijanca vamijabli v T

50

(3) Analogno DMAX kriteriju
gdje su vj; dijagonalni elementi matrice I, da-

kle koeficijenti determinacije varijabli V; na te-
melju sistema varijabli W,, .

C)) trq = tgp (2.22)

gdje je tpry odreden primjenom LC logike na ma-
tricu Rp.

Matrica Ry je, naravno, analogna, u generali-
ziranom image smislu, matrici Rg. Otuda
(1) tpry moZe biti definiran kao broj karakteris-
tiénih korjenova Lgrrj koji zadovoljava uvjete
trrr —1

E LRTj < tr T
i=1

(2.23)
trm
> LRrj Z tr T
j=1

1=

dakle primjenom LC kriterija na matricu Rp.

) trrz = tra (2.24)
pri ¢emu je i ovdje vjerojatno razborito primije-
niti tg, i/ili try uz standardni g, .

Nije sasvim jednostavno odrediti prihvatljive
kriterije za broj faktora u matricama @ i Rq, ko-
ji bi bili nezavisni od ostalih soludija.

Za broj znacajnih osovina matnice ®, u kom-
parativne svrhe, svakako dolazi u obzir

(1) tq)l = tRa (225)
za bilo koji kriterij broja faktora matrice R.

No, analogno logici DMEAN kriterija

2) tg; = NUM (Lg; =>tr ®/n) (2.26)
odnosno, analogno logici DMAX kriterija

3) te3 = NUM (Lg; = MAX @) (2.27)

gdje su @y rezidualne varijance varijabli V;

nakon parcijalizacije varijance zajedni¢ke sa va-

rijablama W, .
Eventualno dolazi u obzir

4) tos = tre (2.28)

gdje je tpgy odreden na matrici Rg analogno LC
kiiteriju.
Za matricu Rg , prema tome, dolazi u obzir

(1) odredivanje tpg tako da budu zadovoljeni u-
vjeti, u skladu sa LC kriterijem



troy — 1
> Lpgy <tr®
j=1
(2.29)
trao1
Z LR(Dj = tr (03]
j=1
i, svakako,
(2) tchz = tRa (230)

za bilo koji tg.

Izbor kniterija ovisit ée svakako od cilja ana-
lize. Prakti¢ki ée se nijetko primijeniti svi kri-
teriji, jer to dovodi do enormnog broja poletnih
i transformiranih solucija i upravo nemoguceg
broja potrebnih usporedbi. Ukoliko usporedba
broja latentnih dimenzija nije bitna za diljeve a-
nalize, t moze biti odreden na temelju nekog od
kriterija koji je logi¢ki kongruentan sa prirodom
problema, i taj broj faktora moze biti fiksan za
sve matnice.

Osim spomenutih § nekoliko prili¢cno nekon-
vencionalnih kriterija moze biti primijenjeno za
odredivanje broja faktora. Od izvjesnog je inte-
resa, da se t odredi tako da budu zadovoljeni uv-
jeti

t

> Lgj=tr T (2.31)

i=1

t—1

Z LRj <tr I

i=1
i da taj broj faktora bude zadrZan u svim anali-
zama. Ovo osobito kad se s razlogom mogu oce-
Kivati visoke (kanonitke) relacije izmedu vari-
jabli V; i W,.

Neka su X i A prvih t karakteristi¢nih vektora
i korjenova bilo koje matrice p. Parsimonijski ko-
ordinatni sistem za vektore te matrice moZe se
dobiti operacijom
A= XA/,T
gdje je T nesingularna matrica koja, uz uvjet
dg(TT)=1

zadovoljava i neki pogodan analiti¢ki kriterij je-
dnostavne strukture, na pr.

t n
2 2 @y @)y =min

k<1 j=1
dakle oblimin kriterij sa parametrom § = 0.
Upravo ée, izgleda, ovaj kriterij i biti najpodesniji
za odredivanje konaéne pozicije faktora u ovom
tipu analiza, jer je jedini od kosih transformacij-
skih kritenija koji je potpuno objektivan, a do-
bro aproksimira jednostavnu strukturu (oblimax
je aproksimira vrlo loSe, maxplane i promax nisu
blitno bolji, a generalizirani direktni oblimin sa

promjenljivim parametrom ¢§ nije, naravno, ob-
jektivan (Harman, 1967; Hakstian, 1971); ortho-
blique, koji, ako je pocetna ortogonalna solucija
dobro izabrana i parametar p adekvatan pro-
blemu, daje najbolju aproksimaciju jednostavne
strukiure, takoder nije potpuno objektivan, jer
ovisi i o izboru parametra p i o izboru pocletne
ortogonalne soludije).

Interkorelacije faktora su, u tom slucaju
M=TT
a korelacije varijabli i faktora
F=AM=XA”T'TT =XA"T
Kako su projekcije faktora na varijable
B =XA12T =AM/ A~ =R1F

faktorske vrijednosti, za svaku matricu pocetnih
podataka Z bit ¢e, ako je p = N—1 Z’ Z,

n=2ZXA12T

Prema tome, za varijable koje formiraju mat-
ricu R

Ap = Qy LY TR (2.32)
Frp = Qr L¥* T=r (2.33)
Mgr = Tr T’z (2.34)
Br = Qr Lz T'r 2.35)
nr = Z Qg LgY* T'r (2.36)

Varijance varijabli projiciranih u faktorski pro-
stor bit ée

I’y = dg (Ag F'g) = dg (Qz Lr Q'r)

{2.37)
a varijance latentnih varijabli
Hp = dg (A'g Fg) = dg ((TR') Lr T'r) =
=dg (Tg Lrp Tx') = dg (Fr AR (2.38)

Definirajmo eksplicitno rezultate kona¢nog
transformacijskog postupka za sve poletne ma-
trice. Za image varijable

Ag = Qg L¥ TG (2.39)
Fg = Qg L& T'g (2.40)
Mg = Tg T'g (2.41)
Be = Qg LEI/Z T'g 2.42)
ng = Z (I —R1U) QgL T'¢ (2.43)
h’g = dg (Qg Lg Q'¢) (2.44)
Hg = dg (TG') LgT'g) = dg (T LeTg)

(2.45)
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Za standardizirane image varijable

Ag = Q, L/ 17! (2.46)
Be 5 @8 U &, (2.47)
M, = T, T, (2.48)
Bg = Qg Lz T, (2.49)
=2 (I—R-1 1) DG Q, L7 T, (250
h,= dg (Qg Lg Q') @51)

H, =dg (T7Y)'L, T" ) — dg (T L,T)
(2.52)

Analiza latentne strukture varnijabli V; projici-
ranih u prostor varijabli W dati ¢e slijedece re-
zultate

Ar = Qr LTt (2.53)
Fp = Qp L¥* T’y (2.54)
Mr = TrTrp (2.55)
B =0Qr L™ T, (2.56)
n =WP1WN1ZQ LT, =
— WP CQp LT T, (2.57)
h*p == dg (Qr Ly Q' p) (2.58)

Hyp =dg ((Ir' ) Lp T'p) =
— dg (Tr Ly TY) (2.59)
Standardizacija varijabli V; nakon projekcije

u prostor varijabli W, dat ¢e slijede¢u konaénu
soluciju u latentnom prostoru

Ay = Qy L§/2 e (2.60)
Fy = Qy LY’ Ty (2.61)
My = Ty T’y (2.62)
Br = Qv TV Ty (2.63)

= W P-1 W N-1Z Dy} QY L7V Ty

(2.64)

= dg (Qy LyQ’ v) (2.65)
Hy=dg ((I7' ) Ly T'y) =

=dg (Ty Ly T7") (2.66)

U prostoru, koji je ortogonalan na zajednidki
prostor varijabli V; i W, imati ée varijable V
slijedeéu latentnu strukturu:
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Ap = Q¢ LE Ty (2.67)
Fg = Qp L Ty (2.68)
Mg =Te To (2.69)
Bo =Qp L@ T’y (2.70)

Mg = Z— W P1C) Qg Ly’ Ty =

=ZQqg Lp’Tg—WPIC Qg Lgh
Te = Z Qg L—”2 ' — ¥ P1y
N-1Z Q4 LG T'g 2.71)
g =dg Qg Ly Qg ) (2.72)
Hg =dg ((Tg )Lq>T¢)—

dg (T oy Lgp T ) (2.73)
I konac,no varijable V; standardizirane na-

kon projekdije u prostor ortogonalan na zajed-

nic¢ki prostor varijabli V; § W, imat ée struk-
turu definiranu matricama

Agp = Qq Lagz Tgl (2.74)
Fg = Qq Lglgz T4 (2.75)
Bp = Qp L3 Ty 2.77)

ng = @—§ P-IC) D3 Qy L3 Ty =

. —1 —1/2 ’
W P—1 N—1Z DG Qg Lz T (2.78)
h'g, = dg Qg Ly, Q) 2.79)
H'g, =dg(Ty Ly Tgh) (2.80)

Ocito je, da faktorske vrijednosti entiteta S;
odredene na temelju razlid¢itih inicijalnih matrica
pokazuju mnoge zanimljive osobenosti. MoZda je
stoga najpogodnije zapoceti usporedbu latentnih
struktura analizom medusobne povezanosti fak-
torskih vrijednosti.

4. KOVARIJANCE FAKTORSKIH
VRIJEDNOSTI

Kroskorelacije latentnih dimenzija odredenih
u realnom i image prostoru sa latentnim dimen-
zijama odredenim nakon projekecije varijabli V;
u prostor vanijabli W, , odnosno nakon parcija-
lizacije varijabli W, , svakako su od najvedeg in-
teresa. Bududi da je koordinatni sustav definiran



vektorima entiteta S; zajedni¢ki u svim sluca-
jevima, takve kroskorelacije su direkina mjera
povezanosti latentnih dimenzija i osnov za nji-
hovu identifikaciju.

Kako je poznato (vidi, na pr. Mejoviek, Mo-
mirovié¢ i Stalec, 1973) kovarijance latentnih di-
menzija odredenih kosim transformacijama glav-
nih osovina u realnom 4 image prostoru su, Vvo-
deéi raduna o (2.36) i (2.37)

MRG b hI_1 I‘I'R I‘lG 5=

Ty L' Qr®R1V) Qg L5 T'¢ (D)
Kroskorelacije latentnih dimenzija odredenih u
realnom prostoru i image prostoru omedenom
standardiziranim image varijablama m, na teme-
lju (2.36) i (2.50)

Nlrg = 1\1-—1 q’RI]G =

Ty Lx? Q'r R—1) D3' Q, L7 T,

(3.2)

Reducirana matrica interkorelacija temelj je

ovih relacija jer, na temelju (1.5 i (1.14)

Ryy = N-Z'Y = R — U (3.3)

Ryy = N-1Z' Zy = (R — U) DG’ (3.4)
su matrice realnih i image varijabli.

Vjerojatno najbitnija u veéini analiza bit ce
matnica kroskorelacija latentnih dimenzija odre-
denih u realnom prostoru i latentnih dimenzija is-
tih varijabli odredenih u prostoru nekog drugog
sistema varijabli. Iz (2.36) i (2.57), a vodedi ra-
¢una o (1.8), (2.35) i (2.56)

Mgpr = N gr gr =
= Tg L@z C P-1C Q; LT T =
= Tr LR Q'xT Qp LT T'r =

=fr T Br=4pFr (3.5)
Razmotrimo, medutim, matricu
y = ¢ Py (3.6)
iz (2.57). Kako je
P = Xp AR X'p (3.7

gdje su X, i A, matnice svih karakteristicénih vek-
tora i korjenova matrice interkorelacija varijab-
i W, -

T=¢Xp Ap Xp¥ = Kp K'p (3.8)

je matrica kvadrata-produkata vektora entiteta S;
u kompletnom prostoru glavnih komponenata
varijabli W, , pa su, naravno, glavne komponente
entiteta u sistemu varijabli W,

Kp = ¢ Xp AT 3.9)

pa pripada skupu taksonomskih matrica. Na-
pisane u obliku

Mpr = Tg LE¥2Q'g Z’ N—1 y N—1Z Qp L™
= p'r Rzxp R'zxe PBr (3.10)

relacije latentnih dimenzija matrica R i T posta-
ju izuzetno zanimljive.

Iz (3-5) se vidi, da su kovarijance latentnih di-
menzija izoliranih u realnom prostoru i prostoru
omedenom varijablama W, definirane kovarijan-
cama varfijabli V; projiciranih u prostor varijab-
li W, pre i postmultipliciranim projekcijama re-
alnih faktora na vektore varijabli V i projekci-
jama faktora izoliranim u prostoru omedenom

varijablama W, na vektore varijabli \7j . No jed-
nako je znadajna i alternativna definicija (3.10).
Kovarijance latentnih dimenzija iz R i I' prostora
odredene su ovdje taksonomskom matricom enti-
teta S; u prostoru glavnih komponenta matrice
P, dakle varijabli W, , pre i postmultipliciranim
projekcijama realnih varijabli V na realne fak-
tore, i realnih varijabli na faktore tih varijabli

izoliranih nakon njihove projekcije u prostor va-
rijabli W, .

1 varijable %JJ i vamijable Gj pripadaju klasi
image varijabli. Relacije latentnih dimenzija ne-
kog sistema varijabli odredene nakon njihove pro-

jekcije u vlastiti i neki drugi prostor mogu zato
biti od posebnog interesa.

Na temelju (2.43) i (2.57), a vode¢i rauna o
(2.42) i (2.56),

Mgr = N-! 1/ np
= Tg Lg"? Qg (I—URY)
C P-IC’ Qp L7 T';
= plg —UR-IT) B =
=pc I pr— B UR T Br =
="(@c— URY I'Br G.11)

§to je zanimljivo uporediti sa (3.5); ali, zbog (3.6),
(3.8) i (3.9), a vodedi ra¢una o (1.3)
MGI‘ = B’G Z' N_1 \IIP_I \If, I\I_1 Z Br S

— @ UR-1TBp = Blg Z' N1 y N-1 Z Br—
— BGUR T By =
= p'6Z' N-1 Kp K'p N-1 Z8r — §/gUR-! I'fp
= B¢ Rzxkp R'zgpfr — P'cUR-I T fr

(3.12)

Neka je
R = Xg ArX'r (3.13)

gdje su Xp i Ag karakteristi¢ni korjenovi matrice
R;

komponentne vrijednosti entiteta S,
na temelju varijabli V; bit ¢e

odredene
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Kr = Z Xg Ax? (3.14)

Sada je
MGF B’GZ' N—t YyN—1 Z Br — B,UX
K NZ1yN"ZBr = /¢ 22 N1y N1 Z By —
— Bc UXgr AR N-1Kp K'p N-1 Z By =
= B’G Z' N_l KP K'P I\T—'1 Z Br —_ B/G .U2 AEI/Z
N—1 Kp K'p N=1 Z Bp = 8¢ Rzxp R'zxp fBr —
’ 2 =12 -

— B¢ U Xg AR R x, Rk x, Br

= p'c(Rzxp R'zgp — U* Xg AR
Ry x, R'x ) Pr (3.15)

A--1/2

Od ne manjeg su interesa kovarijance latent-
nih dimenzija odredenih u realnom prostoru i
prostoru ortogonalnom na zajednicki prostor va-
rijabli V; i W,

Na osnovu (2.36) i (2.78), zbog (2.35), (2.77),
(1.10) i (1.3)

Mge = Tp L2 QRZ' N-1 (Z — P-1C) Qo
L3 Ty = fr R — C P1C) Bg =
= B’R R Bq, L SIR I' Bq) = B,R @ Bq) (316)

Naravno, i ovdje se moZe pokazati znadaj tak-
sonomske strukture entiteta u prostoru varijabli
W, , odnosno znadaj kovarijanci komponenata
odredenih u prostoru varijablj Vi § W, . Zaista,
zbog (3.6), (3.7) i (3.8)

Mpo = BR R Bo — PR Z' NI y N1 Z Bo =
=p'rR R Be —B'rRRzxr R'zxr Bo=

= F'r Bo — B'r Rzxp Bo

Usporedba image solucija i solucija u prostoru
varijabli V; moZe biti interesantna osobito kad
se varijable W, mogu tretirati kao remeteée va-
rijable. Kovan_]ance latentnih dl‘{‘ne‘ﬂ?l]D odrede-
nih na temelju matrica G i @ bit de iz (2.42),
(2.43), (2.20) i (2.21)

Mge = N1 1/g no = (Z T—R-1 U’) Bg) N-!
(Z— W P-1C) Bg

= ¢I—UR1) Z” N1 (Z— ¥ P-1C’) By
Bc I—U'R-1) (R—CP-1C)B,

= Bg A—UR) @ Bg
— g (P— UR—L @) By

TT2TD 1

~ e PPo—po UR! @Pg

Da se matrica I pona$a analogno matrici eror
kovarijanci, u smislu image teorije, vidi se kad
se kovarijance image i rezidualnih faktora napisu
u obliku

Mgop = Bg(R — U =T + UR T) B¢

premda je zanimljiv i oblik
Mgo = ﬁ,G @ —1 + PR I) Bq)
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Naravno, zbog toga $to su varijable iz Q i x
ortogonalne

MI‘CD = 0
Iz (2.57) i 2.71)

Mre = N-l gt o = 8y C P~1 W/ N—! (Z —
— W P-1C) By
= B'p(CP-1C' — C P-1C)Bg= 0

Otuda, da se varfijable W, mogu tretirati kao
remetede varijable koje treba ukloniti tehnikom
analize kovamjance faktorsku strukturu varijab-
li V; bit ée vjerojatno najpogodnije odrediti na
temeIJu matrice Ry , ako redukciju v*nmablhteta
varijabli V; treba zanemariti, odnosno ®, ako je
redukcija tog varijabiliteta znacajna za strukturu
sistema {V; }.

Svakako da je relacije latentnih dimenzija mo-
guce napisati ¢ u nekoliko drugih zanimljivih
oblika; no olito je, da solucije u realnom, image,
prostoru \mrij'lbh W, 1 prostoru ortogonalnom
na varijable V; i W*, , usporedene pod vidom
kovnn]anm lat:,nlnlh dimenzija, mogu dati zna-
¢ajne informacije o struktuni analiziranih sistema.

P

5. KONGRUENCIJA FAKTORA

Iako su kroskorelacije faktorskih vrijednosti
u pravilu dovoljne za odredivanje sukladnosti so-
lucija, ponekad e biti korisno da se te solucije
direktno usporede.

Kongruencija faktora, definirana u smislu Bur-
tova, Tuckerova ili ngIey i Neuhausova shvada-
nja (Harman, 1967), moZe¢ se za ma koje dvije
solucije Ao i Ap, napisati, u matri¢nom obliku

Kop = dg=12 (A'y Ag) A, Agdg—1/2 (A5 Ay)
4.1)

Definirajmo o, 8 = R, G, g, I,y,®, &; a3 B.
Sada ée matrica koeficijenata kungmcncue iz-

medu faktora dobijenih na osnovu razliéitih inici-
jalnih matrica biti, ako definiramo

ko= dg=12 (A’ A,) = dg—12 ((T7! Y La T7Y)

“2)
kg = dg—'"2 (A% Ag) = (dg—* ((T3' V' Lo T2
Kag = ko (T3 ) Ly Q@ Qg L T3 kg

4.3)

Koeficijenti u matricama Keg su, naravno, koefi-
cijenti sli¢nosti sklopova. No i koeficijenti kon-

* Relacije dobijene nakon standardizacije varijabli

V VJ i VJ analogne su, osim za dijagonalnu
matrlcu standardnih devijacija tih varijabli, iz
vedenim relacijama.



gruencije faktorskih struktura mogu biti od iz-
vjesnog interesa. Ako su Fu i Fg matrice orto-

gonalnih projekcija vektora varijabli na faktore,
operacija

Caﬁ = dg—1/2 (F,a Fa) F,a Fﬁ dg=1/2 (F'Q FB)
4.4)

« +p
a,ﬁ=R’GlglrlY'¢),¢

dat ée matrice kongruencija faktorskih struktura.

Definirajmo

cq = dg1/2 (F', F,) = dg-12 (T, L, T',)
@)

cg = dg71/2 (F'g Fg) = dg—1/2 (Tg Lg T'3)

Kocficijent kongruencije strukture bit ée sadr-
Zani u matricama

Cyg= Cq T Lf? @', QpLyf? T’y Cg (4.6)

Problem kongruencije moZe se tretirati i na
ponesto nekonvencionalan nadin. Analogno defi-
niciji vanijanci latentnih dimenzija tipa (2.38), ko-
vatijance dimenzija iz dvije razli¢ite solucije
o i B bit e
Hyg = F, AB = M, A, AB

= (T, T, (T7'Y L% @, Qg LY T3
— 172 ¢y 1/2 rp—1
= T, L;7Q, QﬁLﬁ T5

o

Koeficijenti sukladnosti dimenzija, normira-
nih na L bit ée

QW]
Hu[ﬂ = C(X Hsa kﬁ
MoZe se smatrati izvjesnim, da ée analiza ko-

o
eficijenata u matricama Kap , Cap i/ili Hap
biti od koristi za odredivanje strukture sistema
varijabli V; .

6. USPOREDBA VARIJANCI MANIFESTNIH I
LATENTNIH DIMENZIJA

Iz (1.11), (1.12) i (1.13) se vidi, da su u matri-
ci

D& = (dgy
varijance varijabli V; projiciranih u vlastiti pro-
tor, u matrici

L = (dfy)
vanijance varijabli V; projiciranih u prostor va-
rijabli W, , a u matrici

Dy = (d%)

varijance varijabli V; nezavisnih od njihova ko-
vanijabiliteta sa sistemom varijabli {W, }.

Autohtona varijanca sistema {V; }, dakako
uz pretpostavku da je uzorak varijabli reprezen-
tativan za to podrudje, je

n
02V= tr DQG = ¥ dZG]
j=1

Autohtonost sistema {V; } u odnosu na sistem
{Wp } moZe se izraziti na viSe razliditih nadina; no
vjerojatno je sasvim pogodno da se definira koe-
ficijentom autohtonosti

ayw = 1 — ovw/ o%
gdje je
n
siw= ir D} =.):1d‘21~j
J =
ukupna varijanca sistema {V; } procijenjena na
temelju sistema {Wp 1.

Pod korektnim eksperimentalnim uvjetima,
ako sistemf {V; } i {W, } pripadaju razli¢itim
podrudjima

0 S ayw E 1

Negativni ayy otuda znadi, da je {V, } samo

subsistem sistema {W }.

Varijanca sistema {V i }, nezavisna od siste-
ma {W, } je

n
2 2 2
oy w) = tr Dg i Zldq)j
J =
pa se koeflicijent nezavisnosti mozZe definirati kao
2
bV(W) =] GV(W) /n
Za ma koju varijablu V i dQije mjera par-

ticipacije sistema {V; ), a dgrj mjera participa-
cije sistema {W, }.
Koeficijenti
_ 2,42
ajwy = 1 — dpy /dg;
i=1...,n
mogu se tretirati kao koeficijenti autonomije va-

rijabli iz sistema {V;*} u odnosu na sistem
(W, 3.

Neka je, ma kojim kniterijem, odreden broj
faktora matrice R. Neka je
t = tR = tI‘ = tq;

Vanijanca latentnog sistema varijabli iz R je

t

2
or = X Ly
i=1

dok su varijance sistema latentnih varijabli, izo-
liranih iz T 4 ®
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t

2

or =2 Ly
i=1

t

2
oo =_21Lq>i
]=

Koeficijenti

2 2
(IrR=1——0r’CSR

2 2
Qgpr = Co ’OR

mogu se definirati kao mjera latentne autohtono-
sti sistema {V j }u odnosu na sistem {W }, odno-
sno kao mjera latentne autonomije sistema {V; }
u odnosu na sistem {W , }.

Izvjestan broj zanimljivih mjera medusobnog
odnosa latentnih dimenzija mogao bi se tzvesti i
na temelju varijance latentnih dimenzija odrede-
nih iz matrica R i Rg, kao i na temelju una-
prijed odredenog kritenija za odredivanje broja
latentnih dimenzija, osnovanog na procjeni realne
ili zajedniCke varijance sistema {V ; }, ili vari-

jance sistema {/\\/j }, pa mozda i (V i 3.
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