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Moderna tehnologija i stalan porast broja stanovnika na Zemlji razlog
su velike produkcije podataka. Svaki dan se proizvede ogromna
koli¢ina novih podataka koje je potrebno spremati, obraditi, a Cesto i
slati. Zbog toga je bilo potrebno osmisliti nacine za efikasno
spremanje podataka kako bi oni zauzimali Sto je manje moguce
prostora, a da glavna informacija bude oCuvana. Lijep primjer toga je
kompresija digitalne slike. Uzmimo za primjer sliku dimenzije

3000 x 2000 piksela. Kako bismo takvu sliku spremili u memoriju
potrebno nam je 3000 - 2000 - 24 = 144000000 bitova memorije (za
pamcenje jednog piksela koristimo 24 bita) Sto iznosi 18 megabajta.

U ovom clanku bavit ¢emo se matricnom (tenzorskom)
dekompozicijom koja nam omogucava da iz nekog skupa podataka,
prikazanog pomocu matrice (tenzora), izdvojimo "najvazniji" dio, a
ostatak izostavimo. Koristeci tu tehniku mozemo komprimirati slike,
razviti algoritme koji: klasificiraju rukom pisane znamenke, prepoznaju
ljudska lica i joS mnogo toga. Zamislite sada da ste zaposleni u posti i
da je vasa zadaca sortirati pristigla pisma prema postanskom broju
kako bi ona stigla na pravu adresu. Mozda biste radije bili prometni
policajac na autocesti koji je zaduzen za pracenje brzine automobila
koje ulaze u tunel. Vas posao je snimiti tablice automobila koji ne
postuju ograni¢enje brzine, a zatim u bazi podataka registracija vozila
pronadi tu tablicu te na prilozenu adresu vlasnika poslati kaznu za
prebrzu voznju. Biste li svaki dan isti posao radili ru¢no ili biste radije
pokusali taj postupak automatizirati? Srecom, ljudi su se vec susreli s
ovim problemom i smislili mnogo nacina kako taj posao ubrzati i
ustediti dragocjeno vrijeme. Svi navedeni problemi mogu se rijesiti
upotrebom jednog moénog alata numericke matematike koji ¢éemo
vam pokusati pribliziti u ostatku ovog ¢lanka.

1 Matricna dekompozicija singularnih
vrijednosti (SVD)

Jedna od najkorisnijih dekompozicija i s teorijske strane (za
dokazivanje) i s prakti¢ne strane, je dekompozicija singularnih
vrijednosti (engl. singular value decomposition) ili, skraceno, SVD.
Sljededi teorem pokazuje da za svaku matricu postoji takva
dekompozicija.
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Teorem 1. (SVD) Neka su m i nn > m prirodni brojevi te A
proizvoljna n X m realna matrica. Tada postoji dekompozicija

A=UzvT, (1)

gdiesu U € R™" iV € R™™ ortogonalne matrice, a ¥ € R™"*™
dijagonalna matrica,

¥ = diag(o1,02, "+, 0m),

o1 2>02 2> 2>0,m > 0.

Ilustrirajmo SVD:

Slikal: A€ RY™™,U € R, ¥ ¢ R™"™, VT e RMX™.
Ako U zapisemo kao U = (Up, U,#;), gdje je Uy, € R™™, a %

Y
zapisemo kao ( 6’1) gdje je 3, € R™™, tada dobijemo tanki SVD.

A=U,Z, VT,

Ilustirajmo sada tanki SVD:

VT

A ] LT.F T

Slika 2: A € R™™ U, € RV™, 5, € Rm™m yT c Rmxm,

Jako vaznu primjenu SVD-a daje sljedeci teorem.
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Teorem 2. Nekaje A = U, X, VT dekompozicija singularnih
vrijednosti (SVD) realne matrice A tipa n X m, n > m. Zapi$§imo
matrice Uy, i V iz SVD-a od A u stup&anom obliku

Um:(uly"',um)’ V:(Ula"'avm)-

Onda matricu A moZemo pisati kao zbroj matrica ranga 1

m
A=U,2, VT = Zaiuivzr.
i=1

e - -
T
A= E T = + +
i=1

Matricu Ay, istog tipa kao i A, ranga rang(Ax) < k < m, koja je po
2-normi najbliZza matrici A, moZemo zapisati kao

k
A, =Up VT =) giwo!
i=1

pri cemu je
Zk} — diag(al,...,a'k,(]’...,o)_
Pritom je

|A = Arlly = ok

najmanja udaljenost izmedu A i svih matrica ranga najvise k.

1.1 Primjena dekompozicije matrice
singularnih vrijednosti

Jedna od primjena prethodnog teorema je kompresija slika. Neka je
dana n X m matrica A s elementima a;; € [0, 1]. Zamislimo da A
predstavlja n X m grayscale (crno-bijelu) sliku, gdje broj na (i,j)
mjestu u matrici predstavlja intenzitet svjetlosti piksela na mjestu
(4, 7) na slici. Ako uzmemo da vrijednost nula predstavlja crno, a
jedan bijelo, zanimljivo je pitanje Sto ¢e se dogoditi kad napravimo
A =UXVT, a onda u matrici ¥ posljednjih nekoliko ne-nul
elemenata stavimo na nulu te promotrimo dobivenu sliku A, gdje je

A, =US VT =% guol, a By, = diag(or, -+, 0%,0,---,0).
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Slika 3: Testna slika A dimenzije 376 x 350 u JPG formatu zauzima
129 kb.

Preciznije, neka je A = UXVT, SVD matrice A. Prema teoremu 2 ,
vrijedi da je Ay = Ele O'iuiv? najbolja aproksimacija matrice A
matricom ranga k, u smislu ||A — Ax|| = o%+1. Da bismo spremili
podatke uy, -, ur te o1v1, - -+, Ok Uk iz kojih mozemo dobiti matricu
A}, potrebno je pamtiti samo (m + n) - k brojeva bududi da su u; i v;
vektori iz R™ odnosno iz R". S druge strane, za spremanje matrice A
potrebno je pamtiti svih m - n brojeva. Stoga, koristimo Ay kao
kompresiju slike A.

Slika 4: Kompresija Ax sa) k =50,b)k =25,c) k=15, a
zauzimaju redom 35 kb, 18 kb te 11 kb.

2 Tenzori

Do sada smo razmatrali linearnu algebru, gdje su glavni objekti vektori
i matrice. Njih mozemo smatrati kao jednodimenzionalna i
dvodimenzionalna polja podataka. Tenzor je visedimenzionalni
ekvivalent vektora i matrice i mozemo ga predstaviti
viSedimenzionalnim poljem brojeva. Red tenzora jednak je broju
indeksa potrebnih za indeksiranje njegovih elemenata. Primjerice,
skalar mozemo smatrati tenzorom reda 0, vektor tenzorom reda 1, a
matricu tenzorom reda 2. Tenzori reda veceg ili jednakog 3 nazivaju se
tenzorima viSeg reda. Preciznije, tenzor reda N je element
tenzorskog produkta N vektorskih prostora.
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Red tenzora A € RI*E2X*Iv jo N Elemente od A oznadavamo s
Aii,.i,gdjesul <i, <I,,n=12,...N.
142 n

Svaki indeks u tenzoru nazivamo mod, a dimenzija pripadnog moda je
broj razliCitih vrijednosti koje taj indeks moze poprimiti. Unutar
tenzora mozemo indeksirati podtenzore ograni¢avanjem pojedinih
indeksa. Primjerice, za tenzor A = (aj,ii,) € R1*2*% reda 3
mozemo fiksiranjem indeksa u modu 1,2 ili 3 definirati podtenzore kao
Afilzn = A’n::7\A’i2:n = A:n: ili Az'3:n - A::n-

Primjetimo da su u tom slucaju dva indeksa slobodna pa su podtenzori
zapravo novi tenzori reda 2, odnosno matrice. Posebno za slucaj
tenzora reda 3 te podtenzore nazivamo horizontalnim, lateralnim i
frontalnim odsjeccima. Takoder mozemo definirati i vektore po modu n
na nacin da fiksiramo sve indekse osim jednoga, npr. vektor u modu 1
se dobije kao A;i2i3. Analogno za tenzor reda N mozemo definirati
podtenzore reda manjeg ili jednakog N. Na sljedecoj slici su prikazani

primjeri podtenzora za tenzor reda 3.

Slika 5: Primjeri podtenzora. Vektori tenzora u: modu 1, modu 2 i

modu 3.

MNINTNININNI

U1

Slika 6: Primjeri podtenzora. Horizontalni, lateralni i frontalni odsjecci.

/|

1

1

1

/1
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MATLAB kod

function Av=vekt tenz mod (A, tmod, j, k)

Av=vekt tenz mod(A,mod,il,1i2) vraca vektor tenzora A reda
3 u modu tmod, sa preostalim indeksima fiksiranim na j i
k.

o o

oe

tdim=size (A);

ind=1:3;

ip=ind (ind=tmod) ;
Ap=permute (A, [tmod, ip]) ;
Av=reshape (Ap(:,]j, k), tdim(tmod), 1) ;

end

MATLAB kod

function Ao=odsj tenz mod (A, tmod, i)
% Ao=odsj tenz mod (A, tmod, j, k) vraca odsjecak tenzora A
reda 3 u modu tmod, za i tmod=i.

oe

tdim=size (A);

ind=1:3;

ip=ind (ind=tmod) ;
Ap=permute (A, [ip, tmod]) ;
Ao=reshape (Ap(:,:,1),tdim(ip));

end

Cesto je korisno prikazati tenzor u obliku matrice. Stoga definiramo
matricu tenzora po modu n kao matricu A(n) koja se dobije tako da

vektore iz moda n slozimo kao stupce u matricu A(n). Poredak kojim

se vektori iz moda n preslikavaju u stupce nije bitan, dok god se isti
poredak koristi u svim izracunima.

Matricizacija tenzora (eng. unfold) u modu n od A oznacdava se s

A(n) c RIHX(le- cox Ly g XTI yq X -xIN).

Tenzorski produkt u modu n tenzora A € RIV*E2X >IN g matricom
U e R oznaten s A x,, U, je

(Ii X e X Iﬁ_l X Jh X ]ﬁ+1 X e X IN)

tenzor Ciji elementi su zadani s

def 2{:
(A X n U)’Ll’Lz . 'infljnini»l' . -iN — a/’Ll’LQ . .’L‘n,lininJrl. . -iN u]nln .

in

Vol 36.



Prepoznavanje lica pomoc¢u tenzorske dekompozicije singularnih vrijedno... Vol 36.

Zbog jednostavnosti ogranicavamo se na tenzore reda 3,
A = (aij) € RI*2*E Takav tenzor mozemo vizualizirati na sljedei
nacin:

Uvedimo sada osnovne pojmove za tenzor reda 3, A € ROXELxT5

Dimenzije tenzora A € RIV 2B gy [ I i I5.

2.1 Osnovni koncepti tenzora

Prvo definiramo skalarni produkt dvaju tenzora istog reda i jednakih
dimenzija:

Definicija 3. Skalarni produkt dvaju tenzora istih dimenzija
A, B € RIE*5 jo suma umnoZaka njihovih elemenata, tj.

Z az]kbmk (2)

7.77

Pripadna norma je

Definicija 4. Norma tenzora A € R1V%2*E5 je kvadratni korijen
sume svih kvadrata njegovih elemenata, tj.

1/2

A = (A, AV = Zamk

7.77

Ako gledamo gornje definicije na matricama (dvodimenzionalnim
tenzorima) vidimo da je to Frobeniusova norma.

Sljedece sto definiramo je mnoZenje u modu 1 matrice s tenzorom.
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Definicija 5. MnoZenje u modu 1 tenzora A € RMV X5 matricom
U c RN oznaci A x1 U, jely x Iy x I3 tenzor dan s

(A x1 U)(3F,142,13) E Wk Qi i

Usporedbe radi, uo¢imo da za mnozenje matrica vrijedi

l
Ax U=UA, (UA)Gi,j) = uirar;.
=1

Znamo da je mnozenje matrica ekvivalentno mnozenju svakog stupca
iz A matricom U. Isto vrijedi i za mnoZenje tenzora matricom u modu
1. Svi stupdani vektori iz tenzora A se mnoze matricom U.

Sliéno mnozenje u modu 2 tenzora s matricom V'

(A X2 ) Zl>]7’l3 E :’U.%ka’zl;k%

znadi da su svi retci tenzora pomnozeni s matricom V. Opet uo¢avamo
da je mnoZenje u modu 2 matrice s V ekvivalentno matri¢nom
mnozenjus VT zdesna,

A Xo V = AVT;
Mnozenje u modu 3 se dobije analogno.

Ponekad je zgodno matricizirati tenzor u matricu.

Matricizacija tenzora A je definirana kroz tri moda (koriste¢i MATLAB-
ovu hotaciju):

unfold; (A) ::A(l) = (A( 1, :) A(7 2, :) .- A(:a I, )) S RIlXIﬂ?’a
unfoldy (A) :=Ap) = (A5 )T A(52T o A5 L)T) e RFOE,
unfolds (A) :=Ag) = (AL, AQ2,5:0)" 0 A(L,5)T) e REAE,

Vrijedi i sljedece:
(1) {Stupéani vektori od A su stup&ani vektori od A(l) T.
(2) {Retci od A su stupcani vektori od A()}.
(3) {Prostorni vektori od A su stup&ani vektori od A(3) T.

Unfold; od A je ekvivalentan dijeljenju tenzora na odsje¢ke A(:, 2, :)
(koji su matrice) i slaze ih u dugu matricu A(y)
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MATLAB kod

function Au=tenz unfold (A, tmod)
Au=tenz unfold (A, tmod) vraca matricizaciju tenzora A reda
3 po modu tmod.

o\©

o\°

tdim=size (A7) ;
Au=[];
io=mod (tmod, 3) +1;
for i=l:tdim(io)
if (tmod==1)
Au=[Au,ods]j tenz mod(A,2,1i)];
else
Au=[Au,ods]j tenz mod(A,io,1i)'];
end
end

end

Aqy
| A
n /] J;/
| 2 I
,'1 :> 3 | A(3)
I = , ‘ ! !

I
Slika 7: Matricizacija (I1 x I X I3) tenzora A na (I; x IrI3)
matricu A(yy, (I2 x I3I1) matricu Ay i (I3 x I1I2) matricu
A(g) (Il =1 =13 = 4).

Kao Sto nam je korisno prikazati tenzor u obliku matrice tako nam je
ponekad korisno tenzorificirati matricu odnosno matricu pretvoriti u

tenzor. Tenzorifikacija je inverz matricizacije odnosno operator fold je

inverz operatora unfold pa vrijedi

fold;(unfold; (A)) = A.

Vol 36.
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MATLAB kod

function A=tenz fold(Au, tmod, tdim)

A=tenz_ fold(Au, tmod, tdim) tenzorificira matricu Au koja
je matricizirana pomocu Au=tenz unfold(A, tmod), natrag u
polazni tenzor dimenzija tdim(l) x tdim(2) x tdim(3).

o o

o°

A=[];

[diml,dim2]=size (Au) ;

if (diml=tdim(tmod) && dim2=prod (tdim(tdim=tmod)))
fprintf (1, 'Krive dimenzije!\n');
return;

end

io=mod (tmod, 3) +1; ib=mod (tmod-2,3)+1; bdim=tdim; bdim(io)=1;
for i=l:tdim(io)
switch (tmod)
case 1
A(:,1,:)=reshape(Au(:, (i-1)*tdim(ib)+1:
i*tdim(ib)),bdim) ;
case 2
A(:,:,1)=reshape(Au(:, (i-1)*tdim(ib)+1:
i*tdim(ib)) ', bdim) ;
case 3
A(i,:,:)=reshape(Au(:, (i-1)*tdim(ib)+1:
i*tdim(ib)) ', bdim) ;
end
end

end

Koristenjem unfold-fold operacija, mozemo formulirati matri¢no
mnozenje ekvivalentno u modu ¢ tenzorskom mnozenju:

.A X U= fOldi(U uIlfOldi (A)) = fOldi(UA(i)). (3)
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MATLAB kod

function B = tenz mult(A, U, tmod)
B = tenz mult(A, U, mod) vraca tenzorski produkt u modu
tmod tenzora A reda 3 sa matricom U.

oe

oe

B=[1];

Au=tenz unfold (A, tmod) ;
udim=size (U) ;
audim=size (Au) ;

if (udim(2)=audim(1l))
fprintf (1, 'Krive dimenzije!\n');
return;

end

tdim = size(A);
switch (tmod)
case 1
B=tenz fold(U*Au, tmod, [udim(1l),tdim(2:3)]);
case 2
B=tenz fold(U*Au, tmod, [tdim (1) ,udim(1l),tdim(3)1]);
case 3
B=tenz fold(U*Au, tmod, [tdim(1:2),udim(1)]);
end

end

2.2 Tenzorski SVD (HOSVD)

Matri¢ni SVD mozZe se generalizirati na viSe nacina kako bi dobili
tenzorski. Mi promatramo jedan koji se ¢esto naziva "Higher order
SVvD" (HOSVD).

Vidjeli smo da matrice mozemo promatrati kao tenzore reda 2.

Koristeci tenzorsku notaciju, jednadzbu (1) iz Teorema 1 (SVD) sada
mozemo zapisati kao

A=USVT =S x  Uxs V=8 x; UV x, U®

isto vrijedi i za tenzore viSeg reda. O tome nam viSe govori sljededi
teorem.
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Teorem 6. (HOSVD) Tenzor A € R>™ ™ moze se zapisati kao

A=8x1UW x, U x5 U®), (4)

gdie su UMD € R¥EL U@ ¢ R™™ jUB) € R™™ ortogonalne
matrice. S je tenzor istih dimenzija kao A. Svaka dva odsje¢ka
tenzora S su ortogonalna u smislu skalarnog produkta:

(8(,:,:),80, 1)) = (S(:,4,:),8(,7,:)) = (S(:,5,4),8(:,:,7)) =0

za it # j. Singularne vrijednosti u modu 1 su definirane s

1 . .
o = 18G5 )llps  G=1,..001
i one su sortirane silazno
ail) > aél) >0 > al(l). (5)

Singularne vrijednosti u ostalim modovima i njihovo sortiranje je
analogno.

Ortogonalni tenzor S nazivamo jezgreni tenzor tenzora A. HOSVD je
vizualiziran na Slici 8.

[7(3)

Slika 8: Vizualizacija HOSVD-a.

Koristeéi tenzorsku dekompoziciju, svaki tenzor reda N mozemo
prikazati kao produkt

A=8x1UY x, Uu? ><3---><NU(N) (6)

gdje nam je S jezgreni tenzor, a U,, n = 1,2,..., N ortogonalne
matrice.
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Iz dokaza prethodnog teorema moze se zapravo vidjeti kako se ra¢una
HOSVD odredenog tenzora A:

(1) Matrica U® u modu i moze se direktno naéi kao lijeva
singularna matrica od matricizacije tenzora A u modu ¢:

Ag = U@y o)
(2) Nakon toga, jezgreni tenzor S moze se izracunati prebacivanjem
matrica singularnih vekotora na lijevu stranu u jednadzbi (6):

T

SZAXlU(l)T ><2U(2)T ><3---><NU(N) .

Zbog toga se racunanje HOSVD-a tenzora reda N svodi na racunanje
N razli¢itih matri¢nih SVD-a matrica formata
(In x 1 Iy -+ In_1Ipq1 -+ - IN).

Ponekad se dogada da je dimenzija od jednog moda veca od produkta

dimenzija drugih modova. Pretpostavimo, npr. da je A € R>*™*™ gdje
je Il > mn. Moze se pokazati da tada za tenzor S vrijedi

S(iy:,:) =0, i > mn, (7)

i moZemo odbiti dio s nulama tenzora S te (4) napisati kao tanki
HOSVD

.A:gxl (7(1) xo U?) x4 U(3), (8)

(1)

gdje je S e R 1) ¢ gbxmn

Vol 36.
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MATLAB kod

function [S,U1,U2,U3]=tenz hosvd(A)
% [S,U1,U02,U3]=tenz_hosvd(A) racuna HOSVD tenzora A reda 3.

[U1,S1,V1 ;
[U2,S2,V2 ;
[U3,53,V3]=svd(tenz_unfold(A,3));

S=tenz mult (tenz mult(tenz mult(A,Ul1',1),U02',2),03"',3);
sdim=size (S);

]=svd(tenz_unfold(A,1))
1= (

svd(tenz_unfold(A,2))

$Slucaj tankog HOSVD-a
psdl2=sdim (1) *sdim(2) ;
psdl3=sdim (1) *sdim(3) ;
psd23=sdim (2) *sdim(3) ;

if (sdim(1l)>psd23)
S=S(l:psd23,1l:sdim(2),1:sdim(3));
Ul=U1l(l:sdim(1l),1:psd23);

return;

end

if (sdim(2)>psdl3)
S=S(l:sdim(1l),1l:psd1l3,1:sdim(3));
U2=0U2 (1l:sdim(2),1:psdl1l3);

return;

end

if (sdim(3)>psdl2)
S=S(l:sdim(l),1l:sdim(2),1l:psdl2);
U3=U3(1l:sdim(3),1:psdl2);

return;

end

2.3 Aproksimacija tenzora HOSVD-om

I HOSVD se moze koristiti za kompresiju tenzora. Bududi da je masa
jezgrenog tenzora S koncentirana za male vrijednosti od sva tri
indeksa, moguce je "stisnuti" podatke u sva tri moda HOSVD-om.

Pretpostavimo sada da smo podatke stisnuli u manji tenzor gdje ¢emo

imati k; stupaca u modu 7. Neka je Uk(ii) =UO(1: k)i
S = S(1: ki,1: ka,1: ks3). zatim razmotrimo aproksimaciju

-~

A~ A = § X1 Uk(ll) X9 Uk(f) X3 ka’)'

Ilustrirajmo to na sljedecoj slici:

Vol 36.
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rl3)
U

it

L

A i v

1

Na ovaj nacin smo uz minimalne gubitke ustedjeli memoriju. Tenzor
A € R™™ ™ ima ukupno [ - m - n elemenata, dok za njegovu

aproksimaciju A moramo pamtiti ukupno
ki-ko-ks+1-ki+m-ks+ n- ks elemenata.

Ako je tenzor A € R1000x1000x1000 on 45 o1 ima

1000 - 1000 - 1000 = 10° elemenata, dok njegova aproksimacija ./Zl\

za k1 = ky = ks = 100 ima 10% elemenata u S, 1000 - 100 = 10°

elemenata u Uk(ll), Uk(:) i Uk(f), ukupno 1.3 - 108 elemenata. 3to znadi

da umjesto da koristimo 1 000 000 000 elemenata mi koristimo samo
1 300 000 elemenata, a to je usteda od 997 000 000 elemenata,
odnosno umjesto da zauzmemo 3GB memorije zauzimamo samo

3.9MB.
3 Prepoznavanje lica koristenjem
HOSVD-a

Ljudska bica su vrlo vjesta pri prepoznavaniju lica ¢ak i kada izraz lica,
osvjetljenje, kut gledanja itd. variraju. Razviti automatske postupke za
prepoznavanje lica koji su robusni s obzirom na razlicite uvjete,
izazovan je istrazivacki problem koji je istrazen pomoc¢u nekoliko
razliCitih pristupa. Analiza glavnih komponenti (eng. principal
component analysis, PCA), temeljena na SVD-u, popularna je tehnika
koja Cesto ide pod imenom "eigenfaces". Medutim, ova metoda je
najbolja kada su sve fotografije nastale pod sli¢cnim uvjetima, i ne radi
dobro kad se mijenjaju neki faktori okoline.

Nedavno su istrazivane metode za multilinearnu analizu skupa
fotografija. Konkretno, problem prepoznavanja lica razmatran je
koristenjem tenzorskog modela, TensorFaces pristupa. I to tako da
modovi tenzora predstavljaju drukdiji nacin gledanja, npr. osvijetljenje
ili izraz lica, postalo je moguce poboljsati preciznost algoritma
prepoznavanja u usporedbi s PCA metodom.
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U ovom ¢emo odsjecku opisati metodu tenzorskog prepoznavanija lica,
koja se odnosi na TensorFaces. Buduci da se radi o fotografijama, koje
se Cesto pohranjuju kao matrice m X n, s m i n reda 100-500,
izraCuni za svako lice koje treba identificirati su prilicno teski.
Razmotrit ¢emo kako se tenzorski SVD (HOSVD) takoder moze koristiti
za smanjenje dimenzije u svrhu smanjenja broja operacija.

3.1 Tenzorski prikaz fotografija

Pretpostavimo da imamo kolekciju fotografija od n, osoba, gdje je
svaka fotografija m;, X m;, matrica s m;, m;, = n; elemenata.
Pretpostavljamo da su stupci fotografija slozeni tako da svaka
fotografija predstavlja vektor u R™ . Nadalje pretpostavljamo da je
svaka osoba fotografirana u n. razliCitih izraza lica. ¢esto je

n; > 5000, i obi¢no je n; znatno vedi od ne i np. Takva kolekcija

fotografija je spremljena u tenzor:

Ac R XM X1y (9)

Pozivamo se na razli¢ite modove kao Sto su mod fotografije (eng. the
image mode), mod izraza lica (eng. the expression mod) i mod osobe
(eng. the person mode), zbog toga korisitmo indekse %, e, p u (9).

Ako, primjerice, takoder imamo fotografije svake osobe s razlic¢itim
osvjetljenjem, kutem gledanja, itd., onda bi mogli predstavljati
kolekciju fotografija tenzorom viSeg reda. Radi jednostavnosti ovdje
promatramo samo tenzore reda 3. Generalizacija tenzorima viSeg reda
je jasna.

Primjer 7. Prethodno smo obradili fotografije od 10 osoba iz baze
podataka Yale Face koje smo postavili na 112 x 78 piksela i pohranili
u vektor duljine 8736. Pet fotografija je prikazano na sljedecoj slici.

27

Slika 9: Osoba 1 s pet razliCitih izraza lica (iz Yale Face Database).

Svaka osoba je fotografirana u ukupno 11 razlicitih izraza lica.

Redoslijed modova je naravno proizvoljan; u svrhu ilustriranja
pretpostavljat ¢emo redosljed iz (9). Medutim kako bi naglasili
proizvoljnost, koristit ¢emo oznaku X, za mnoZenje tenzora matricom
u modu izraza lica (the expression mode), i slicno za druge modove.
Sada pretpostavljamo da je n; > nen, i pisemo tanki HOSVD

(Pogledati Teorem 6 i (8)),

A=8x; Fx.G x, H,
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gdje je S € R™™ > ™ jezgra tenzora A, F € R ™™ ima
ortogonalne stupce, i G € R"*" i H € R™*™ su ortogonalne
matrice.

3.2 Prepoznavanje lica

Sada ¢emo razmatrati problem klasifikacije kako slijedi:

Za danu fotografiju nepoznate osobe, koju predstavlja vektor u R™
odredit ¢emo koju od mn, osoba predstavlja ili odluciti da nepoznata

osoba nije u bazi podataka.

Za klasifikaciju piSemo HOSVD (4) u sljedecem obliku:
A=Cx, H, C=8x; F x.Q. (10)

Za odredeni izraz lica e imamo
A e,:) =C(:,e,:) xp H. (11)

O¢ito tenzore A(:, e,:) i C(:, e,:) mozemo promatrati kao matrice,
koje oznacavamo s A, i C.. Stoga, za sve izraze imamo linearne
relacije

Ae:CeHT, 6:1,2,"',’ne (12)

Imajmo na umu da se ista (ortogonalna) matrica H pojavljuje u svih
ne relacija. S HT = (hy - - hy,), stupac p iz (12) moze biti zapisan
kao

al¥) = C.h, (13)

Mozemo interpretirati (12) i (13) na sljededi nacin:

Stupac p od matrice A, sadrzi sliku osobe p u izrazu e. Stupci matrice
C. su bazni vektori za izraz e, i red p matrice H, tj, hp, sadrzi
koordinate fotografija osobe p u toj bazi. Nadalje isti hp sadrzi
koordinate fotografija osobe p u svim izraznim bazama.

Zatim pretpostavimo da je z € R™ slika nepoznate osobe u
nepoznatom izrazu (iz ne) i da ju zelimo klasificirati. Taj z ¢emo zvati
testna slika. Ocito, ako je slika osobe p u izrazu e, onda su koordinate
vektora z u toj bazi jednake koordinatama vektora h,. Dakle, mozemo
klasificirati z racunanjem njegovih koordinata u svim bazama
ekspresije i provjeravajudi, za svaki izraz, podudaraju li se koordinate
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od z (ili se gotovo podudaraju) s elementima bilo kojeg reda matrice

Koordinate od z u izraznoj bazi e mogu se nadi rjeSavanjem problema
najmanjeg kvadrata

€

Klasifikacijski algoritam

fore=1,2,---,n,
Rijesi ming, [|[Ceae — 2||2
forp=1,2,---,n,
if ||ae — hyll2 < tol, onda klasificiraj kao osobu p i
stani.
end
end

Kolic¢ina posla u ovom algoritmu je velika: za svaku test sliku z
moramo rijesiti n. problema najmanjih kvadrata (14) s C. € R"*",

4 Primjeri dobiveni MATLAB rutinama

Program smo testirali na 10 osoba fotografiranih u 10 razlicitih
ekspresija(izraza) lica. Fotografije su spremljene u matricu tako da
svaki stupac predstavlja jednu fotografiju i to na nacin da prvih 10
stupaca predstavlja prvu osobu u svih 10 ekspresija, drugih 10
stupaca predstavlja drugu osobu itd. Svaka fotografija je dimenzije
64 x 64 sto znadi da je matrica dimenzije 4096 x 100. Pogledajmo
sada fotografije tih osoba u prvom izrazu lica:
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Slika 10: 10 osoba u prvom izrazu lica.

Svaka od tih osoba je fotografirana u 10 razlicitih izraza lica, pa
pogledajmo na prvoj osobi koji su to sve izrazi: \nopagebreak[4]
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4.1 Klasifikacija

Za potrebe prepoznavanja lica uzeli smo prvih 5 osoba u prve 3
ekspresije lica (15 fotografija) i stavili ih u bazu, te na njima "trenirali"
program. Nakon toga smo izbacili te fotografije i na preostalim
fotografijama testirali program. Preostalo je po 7 fotografija za svaku
osobu koja je u bazi, a po 10 od osoba koje nisu u bazi (ukupno 35
fotografija osoba koje su u bazi i 50 fotografija osoba koje nisu u
bazi). Nas cilj je da danu testnu fotografiju program klasificira kao
jednu od tih 5 osoba ili da vrati: "Trazena osoba nije u bazi!".
Odnosno, ukoliko je testna fotografija jedna od tih 7 fotografija da
program prepozna tu osobu kao odgovarajucu osobu iz baze, a ako je
jedna od 10 fotografija osoba koje nisu u bazi da vrati: "TraZzena osoba
nije u bazi!". Tolerancija u ovom radu iznosi 0.475, a do nje dolazimo
eksperimentima.

Uzmimo sada za testnu fotografiju proizvoljnu fotografiju iz skupa od
35 fotografija osoba koje su u bazi i na njoj testirajmo program.
Pogledajmo rezultate na sljedeéim slikama: (Lijeva fotografija
predstavlja osobu koju Zelimo klasificirati, a desna klasificiranu
osobu.)
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Vidimo da je program dobro prepoznao lica. Za sljedece fotografije je
program vratio: "Trazena osoba nije u bazi!".
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Sto takoder vidimo da je dobro jer niti jedna od tih osoba nije u prvih
5 osoba na kojima smo trenirali nas program.

Napomenimo na kraju da program nije savr$en i da se moze dogoditi
da krivo klasificira osobu. Primjer krive klasifikacije: Uzeli smo novu
11. osobu i pokusali je klasificirati.

Klasifikacija ocito nije dobra jer to nisu iste osobe!
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Da bismo to sprijecili moZzemo smanijiti toleranciju, ali u tom slucaju se
moze dogoditi da osoba koja je u bazi ne bude prepoznata, odnosno
da program vrati: "TraZena osoba nije u bazi!".

Pogledajmo i takav primjer: (Tolerancija u ovom primjeru iznosi 0.35).

Za gornju fotografiju je program vratio: "TraZzena osoba nije u bazi!", a
trebao ju je klasificirati kao:

Unato¢ tome smatramo da je "manja" pogreska ako program ne
prepozna osobu koju bi trebao, nego da osoba koja nije u bazi bude
prepoznata kao neka osoba koja je u bazi. Iz tih razloga ipak uzimamo
manju toleranciju do koje dolazimo eksperimentima.
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