10. Srednjoeuropska matematicka olimpijada 2016. g.

Srednjoeuropska matematicka olimpijada odrzana je u
Vocklabrucku u Gornjoj Austriji, od 22. do 28. kolovoza
2016. godine. Na natjecanju je sudjelovalo 60 natjecatelja
iz 10 europskih zemalja: Austrije, CeSke, Hrvatske,
Litve, Madarske, Njemacke, Poljske, Slovacke, Slovenije
i Svicarske. Hrvatsku su na natjecanju predstavljali:

EUROPEAN

Luka Banovi¢, Gimnazija Andrije Mohorovici¢a, Rijeka
Petar Nizi¢-Nikolac, XV. gimnazija, Zagreb

Lukas Novak, Gimnazija Josipa Slavenskog, Cakovec
Patrik Papac, Gimnazija Dubrovnik, Dubrovnik

Ivan Sinci¢, Gimnazija Andrije Mohorovicic¢a, Rijeka
Tadej Petar Tukara, XV. gimnazija, Zagreb.

VOCKLABRUCK
AUSTRIA 2016

Voditelji ekipe bili su Stipe Vidak i Petar Bakic.

Pripreme za natjecanje odrZavale su se na Fakultetu elektrotehnike i raunarstva u
Zagrebu od 6. do 24. lipnja. Predavanja su nam drzali profesori matematike i bivsi
natjecatelji. Nakon toga je slijedio ljetni odmor, tijekom kojeg se svaki od nas pripremao
samostalno. Tjedan dana prije odlaska na olimpijadu imali smo zavr$ne pripreme u
Novom Vinodolskom na Ljetnom kampu mladih matemati¢ara u organizaciji udruge
Mladi nadareni matematicari Marin Getaldi¢. Predavanja su nam volonterski drzali
studenti matematike, bivsi natjecatelji.

Grad domacin natjecanja bio je Voclabruck, gradi¢ u Gornjoj Austriji koji je srediste
okruga. Prije natjecanja koje se odrzavalo u srijedu i Cetvrtak, imali smo priliku
uZivati u ruralnom krajoliku susjednog sela Timelkam i posjetiti tamoSnju elektranu. U
petak smo posjetili Linz gdje su nas docekali predstavnici parlamenta savezne drzave
Gornje Austrije, a naSi voditelji su ostali u Vocklabrucku na koordinacijama gdje su s
ispravljiva¢ima zadataka raspravljali o nasim rjeSenjima. Sljede¢i dan smo s mentorima
otisli na izlet u Obertraun, mjestu na Hallstdttskom jezeru u kojem smo se okupali.

Na individualnom dijelu natjecanja najteZi je zadatak trebao biti Cetvrti, teorija
brojeva, no ipak se tezim pokazao treéi zadatak, geometrija, koji je na kraju natjecanja
bio najslabije rijeSen. Na ekipnom dijelu natjecanja doslo je do preokreta, jer je najteZzi
zadatak bila funkcijska jednadzba, za razliku od prijasSnjih godina kada su to uglavnom
bile geometrija ili kombinatorika. Zbog dobrog rasporeda rjeSavanja i kvalitetnog
timskog rada, svega desetak minuta prije kraja uspjeli smo rjesiti i taj zadatak. Iako
smo bili optimisti¢ni oko rezultata, do same objave rezultata nismo znali koliko smo
bodova osvojili, te smo savren rezultat doCekali slavljem. Srebrom su se okitili Poljaci
s tri boda manje zbog nerijeSene funkcijske jednadzbe, a broncom Cesi. Ova godina
donijela nam je uvjerljivu pobjedu na natjecanju, jer smo osim ekipnog zlata odnijeli
Sest medalja i skupili najveci zbroj bodova na individualnom dijelu natjecanja, ¢ime
smo ostvarili sve svoje ciljeve. Zlatne medalje su osvojili Patrik Papac, kojeg je od
savrSenog rezultata dijelio jedan bod, i Petar Nizi¢-Nikolac, srebrnu Lukas Novak, a
bronCane Luka Banovié, Ivan Sinci¢ i Tadej Petar Tukara.

Austrija se pokazala kao izvrstan domacin natjecanja. Organizacija je bila veoma
precizna, a raspored u detalje isplaniran. Ostatak vremena nakon natjecanja proveli smo
uz slobodne aktivnosti, izlete i druZenje s drugim natjecateljima.

Tadej Petar Tukara
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Zadaci s pojedina¢nog natjecanja, 24. kolovoza 2016.

I-1. Neka je n > 2 prirodni broj, a x;, xp,...,x, realni brojevi za koje vrijedi
a)xj>—-lzaj=12,...,ni
b)xi+x+- +x,=n.

Dokazi nejednakost

1 ‘ X;

=1 J=1 i

i odredi kada se postiZe jednakost.

I-2. Na ploci je napisano n > 3 prirodnih brojeva. Potez se sastoji od odabira
triju brojeva a, b, c¢ s plofe koji predstavljaju duljine stranica nedegeneriranog
nejednakostrani¢nog trokuta i zamjene tih brojevas a+b —c, b+c—aic+a—>b.
DokaZi da ne moZe postojati beskonac¢ni niz takvih poteza.

I-3. Neka je ABC Siljastokutni trokut takav da $BAC > 45° sa sredi$tem opisane
kruznice O. Tocka P leZi u njegovoj unutraS$njosti tako da A, P, O, B leZe na istoj

kruZnici i tako da je pravac BP okomit na pravac CP. To¢ka Q leZi na duzini BP tako
da je pravac AQ paralelan pravcu PO. DokaZi da je <QCB = J<PCO.

I-4. Nadi sve funkcije f : N — N takve da f(a) +f (b) dijeli 2(a+ b — 1) za sve
a, b eN.

Napomena. N = {1,2,3,...} oznalava skup prirodnih brojeva.

Zadaci s ekipnog natjecnaja, 25. kolovoza 2016.

T-1. Odredite sve trojke (a, b, ¢) realnih brojeva koje zadovoljavaju sustav jednadzbi
a+ab+c=0,
b +bc+a=0,
> +ca+b=0.

T-2. Neka R oznacava skup realnih brojeva. Odredite sve funkcije f — R — R

takve da
FEF ) = (F (v =) +2f (20) +£ ()
vrijedi za sve realne brojeve x 1 y.

T-3. Zemljiste kvadratnog oblika dimenzija 8 x 8, Cije su stranice orijentirane
sjever-jug i istok-zapad, podijeljeno je na 64 manje kvadratne parcele dimenzija 1 x 1.
Na svakoj od tih parcela moZe se nalaziti najviSe jedna kuca. Svaka pojedina ku¢a moze
se nalaziti unutar samo jedne 1 x 1 parcele.

Za kucu kazemo da je u sjeni ako se na svakoj od tri parcele koje su joj neposredno
susjedne s istoka, zapada i juga nalazi po jedna kuca.

Odredite najveci broj kuéa koje se istovremeno mogu nalaziti na zemlji§tu, a da
pritom niti jedna nije u sjeni.

Napomena. Po definiciji, kuée na istoénom, zapadnom i juznom rubu zemlji§ta nikada
nisu u sjeni.
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T-4. Ucenici nekog srednjoskolskog razreda pisali su ispit. Na svakom pitanju mogao
se dobiti ili 1 bod za tocan odgovor, ili 0 bodova za netocan odgovor. Poznato je da
je na svako pitanje tocno odgovorio barem jedan ucenik te da nisu svi ucenici ostvarili
jednak ukupni rezultat na ispitu.

Dokazite da na testu postoji pitanje sa sljedecim svojstvom: Prosjek ukupnih rezultata
ucenika koji su na to pitanje odgovorili to¢no je veéi od prosjeka ukupnih rezultata onih
ucenika koji su na njega odgovorili neto¢no.

T-5. Neka je ABC Siljastokutni trokut u kojem je |AB| # |AC|, te neka mu je O
srediSte opisane kruznice. Pravac AO sijeCe kruZznicu @ opisanu trokutu ABC drugi put
u toc¢ki D, a pravac BC u to¢ki E. KruZnica opisana trokutu CDE sijeCe pravac CA
drugi put u tocki P. Pravac PE sijece pravac AB u toc¢ki Q. Pravac kroz O paralelan
pravcu PE sijece visinu trokuta ABC koja prolazi kroz A u tocki F. Dokazite da je
[FP| = |FQI.

T-6. Neka je ABC trokut u kojem je |AB| # |AC|. To¢ke K, L, M su polovista
stranica BC, CA, AB, redom. KruZnica upisana trokutu ABC sa srediStem [ dira

stranicu BC u to¢ki D. Pravac g, koji prolazi poloviitem duZine ID i okomit je na
IK, sijece pravac LM u tocki P.

Dokazite da je <<PIA =90°.
T-7. Kazemo da je prirodan broj n Mozartov broj ako je za zapis niza brojeva

1, 2,...,n (u dekadskom sustavu) svaku znamenku potrebno napisati paran broj puta.
Dokazite:

a) Svi Mozartovi brojevi su parni.
b) Postoji beskonazno mnogo Mozartovih brojeva.

T-8. Promatramo jednadzbu a® + b*> + ¢*> + n = abc, pri ¢emu su a, b, ¢ prirodni
brojevi. DokaZite:

a) Ne postoji rjeSenje (a,b,c) za n =2017.
b) Za n = 2016, a mora biti djeljiv s 3 za svako rjeSenje (a,b,c).
¢) Jednadzba ima beskona¢no mnogo rjeSenja (a, b, c) za n = 2016.
Vrijeme rjesavanja svakog dana: 5 sati.
Vrijeme za postavljanje pitanja: 60 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 8 bodova.

Redoslijed zadataka ne odraZava njihovu teZinu.
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