Jos jedno poboljSanje Nesbittove nejednakosti

Sefket Arslanagic'

U ovom radu ¢emo dati joS jedno poboljSanje algebraske nejednakosti koja glasi:
a n b n c
b+c c4+a a+b” 2
u matematickoj literaturi o nejednakostima poznata kao Nesbittova nejednakost jer ju je
davne 1903. godine postavio engleski matemati¢ar A. M. Nesbitt kao Problem 15114 u
Casopisu Educational Times (2) 3 (1903), str. 37-38 pa se zbog toga ona Cesto naziva
Nesbittova nejednakost.
U [2] je dano deset raznih dokaza ove nejednakosti, a u [3] joS njih jedanaest. NeSto
kasnije u [5] je dan joS jedan dokaz nejednakosti (1). Recimo i to da su u [4] dana i dva
poopcenja nejednakosti (1) koja glase:

(a, b, ¢ > 0) (D

a b c 3
= , ,b,c, k 2
. Gic keva kaib” vk (@hek>0 @
1
b
a € > 2 (@bekr>o) 3)

kb—l—chrkc—i—ra + ka+rb” k+7r’
Odmah uocavamo da za k = 1 iz (2) imamo (1), aza k=r =1 iz (3), (1). Recimo i
to da jednakost u (1) vrijedi ako i samo ako je a =b =rc.

Napomena 1. Uocava se da nejednakost (1) vrijedi i u slucaju kada su a, b, ¢
nenegativni realni brojevi od kojih dva nisu istovremeno jednaki nuli. Npr. za a = 0,
b, ¢ > 0 iz (1) dobivamo

b ¢ _3

S>>z
c b7 2

§to je to€no jer na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za dva

pozitivna broja imamo nejednakost

b n €. 2(> 3)
c b7~ 2/
U [3] je dano i jedno poboljSanje nejednakosti (1) za a + b 4 ¢ = 1 koje glasi:

a b c 9
>3 —=(ab+b . 4
b+c+c+a+a+b 2(a +be+ ca) “)
jer je
ng(ab+bc+ca)>%

1
( <= ab+ bc+ca < §(51—|—la—i—c)2
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Napomena 2. Ovdje smo koristili ¢injenicu da je nejednakost (1) homogena pa

mozemo uzetidaje a+b+c=1.
U [4] su dana jo§ dva poboljSanja nejednakosti (1) koja glase:
a b c a+b b+c c+a 3
+ + > Z 5
b+c c¢c+a a+b  a+b+2c b+c+2a c+a+2b 2

3
a b c _ 3+ abc

b+c+c+a+a+b/ 2a+b+c)

Uoc¢avamo npr., da vrijedi nejednakost:

3
3+ abc >3 a+b+c>

- 25 —F— =2
2a+b+c) 2 3

Sada ¢emo dati jo$ jedno poboljSanje nejednakosti (1) koje glasi
a b c 13 2(ab + bc + ca)

> = —— 2 , b, c>0).
b+c+c—|—a a+b” 6  3(@+b*+3?) (@, b, ¢>0)

v abc, §to je tocno.

Dokaz. NapiSimo nejednakost (7) u obliku

a + b n c 3>2< ab+bc+ca>
b+c¢c c¢c+a a+b 273 a2 +b2+c)
Neka je

_a b c 1 b 1 c 1
7b+c+c+a+a—|—b b+c §+c+a7§+a+b 2
~2a—b—-c 2b—c—a  2c—a-b
T 2010 " 2cta) T 2a+b)
a—>b b—c c—a a—c b—a c—b
2(b+c)+2(c+a)+2(a+b)+2(b+c)+2(c+a)+2(a+b)

a

_3
2

(a—b) (b—c)? (c—a)
2(b+c)(c+a) 2(c+a)a+b) 2(a+b)(b+c)’

te

z<liab+bc+ca> 7z.a2+b2+czfabfbcfca
3 a’+ b2+ c? 3 a’+ b2+ c?
(@a—b)?+(b—c)?+(c—a)

3(a® + b + ?) '

T =

Sada dobivamo:
IR U (c—ap
2b+c)(c+a) 2c+a)a+b) 2a+Db)(b+c)
(@a—b)>?+(b—c)*+ (c —a)?
3(a*> +b* + ?)

S-T

afb< 1 1 )+be( 1 1 )+cfa( 1
2 b+c c+a 2 ct+a a+b 2 a+b b+c

(5

(6)

(7

(8)
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1
(a—by {2(b+c)(c+a) a 3(a2+b2+cz)}

o 1
[2 c+a (a+ D) 73(a2+b2+c2)]
a)?

?lz

1
a+b )(b+c) 3(a2+b2+c2)}
—(a—b) 3@ +b*+?) - 2(b+c)(c+a)

6(b+c)(c+a)(a®+b*+c?)
3@+ b*+c*) —2(c+a)(a+b)
6(c+a)(a+b)(a*>+ b>+c?)
3(a®+b*+c?) —2(a+b)(b+c)
6(a+Db)(b+c)(a*+b>+c?)
_ (afb)z' 3a? + 3b* + ¢* — 2bc — 2ab — 2ac
6(b+c)(c+a)(a®+b*+c?)

, a*+3b? +3c¢* — 2ac — 2bc — 2ab
6(c+a)(a+b)(a®+b>+c?)
3a® + 3¢ + b* — 2ab — 2ac — 2bc
6(a+b)(b+c)a®+b>+?)

(a+b—c)®+2(a—b)?

6(b+c)(c+a)(a®+b*+c?)
(b+c—a)?+2(b—c)?

6(c+ a)(a+b)(a®>+ b+ ?)
(a+c—b)?+2(c—a)? 0

6(a+b)(b+c)(a®+b2+c2) 7

+(b—c)-

+ (c—a)?-

+(b—c) -

+ (c—a)*-

=(a—b)*-

+(b—c)*-

+ (c—a)?-

tj. S—T > 0, a odavde:

S>T,
§to znac¢i da nejednakost (8) vrijedi, pa vrijedi i njoj ekvivalentna nejednakost (7).
Jednakost vrijedi ako i samo ako je a = b = c.

Nejednakost (7) je bolja od nejednakosti (1), jer imamo

13 2(ab + bc + ca) >§
6 3(@+b2+c) 2
2 ab+bc+ca 2

2 2 2
?ng << a"+b"+c"=2ab+bc+ca

1
= E[(a — b2+ (b—c)+(c—a)?]=0.
Relativno lako se pokaZe nejednakost
13 2(ab + bc + ca)
6  3(@+b>+c?)
§to znaci da je nejednakost (7) bolja od (4).

9
>3- E(ab—i—bc—i—ca),

luI

Matematicko-fizicki list, LXVI 4 (2015. — 2016.)



Ostaje otvoreno pitanje je li nejednakost (6) bolja od (4), te je li nejednakost (7)
bolja od (6).
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