Vv
ﬁ ZADACI I RIESENUA
77
Redakcija, iz tehnickih razloga, daje ovo
upozorenje:

Krajnji rok za primanje rjeSenja iz ovog
broja je 30. rujna 2016. RjeSenja (i imena
rjeSavatelja) bit ¢e objavljena u br. 2/266.

Ujedno molimo da pripazite na upute rjesa-
vateljima koje su na str. 286.

A) Zadaci iz matematike

3525. Nadi sva rjeSenja sistema jednadzbi:

2 2
X —y=zg
2 2
Yy —z=x
2 2
T —x=y.
3526. Ako su aj,ap,...,an realni brojevi

takvi da je a; > 1 i=1,2,...,n dokazi

nejednakost
V4ay + 14+\/4ay + 1+.. +Vaa, + 1 < n42.

3527. Odredi sve parove cijelih brojeva
(a,b) za koje vrijedi

(@ +b)(a+b°) = (a+b)*.
3528. DokaZi da su sve nulto¢ke polinoma

747 A1
sadrZane unutar kruga polumjera 2 sa srediStem
u ishodistu.
3529. Dane su dvije totke A(0,—8) i
B(4,0) u Kartezijevoj koordinatnoj ravnini.

Odredi sve tocke C na paraboli y = x
da je povrSina trokuta ABC minimalna.

takve

3530. Kruznica dodiruje dvije susjedne
stranice kvadrata i dijeli preostale dvije na
dijelove duljina 2 i 23 cm. Koliki je polumjer
kruznice?

3531. Nadi vezu izmedu duljina stranica a,
b, ¢ trokuta ABC ako vrh C, njegovo teZiste
i polovista stranica AC i BC leZe na kruZnici.

3532. Dan je paralelogram ABCD takav
da je |AB| = 2|BC|. Na pravcu BC
nalaze se tocke E i F takve da vrijedi
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|EB| = |BC| = |CF|. Dokazi da su pravci AF
i DE okomiti.
3533. Neka je AD simetrala kuta $CAB =
120° trokuta ABC. Dokazi jednakost
1 1
[AD]  AB] " [ACT

3534. Za kutove trokuta ABC vrijedi
o:fB:y=2:3:4. Dokazi da za njima
nasuprotne stranice a, b, ¢ vrijedi jednakost

bia_,
a c

3535. Neka su a, b dvije stranice trokuta,
p duljina simetrale kuta izmedu njih i o', b’
duljine segmenata na koje simetrala dijeli trecu
stranicu. DokaZi jednakost p2 =ab—db'.

3536. Duljine visina paralelograma iz vrha
s tupim kutom su jednake p, ¢, a kut
izmedu njih je jednak o. Odredi duljinu dulje
dijagonale paralelograma.

3537. Dokazi da je zbroj kvadrata duljina
dijagonala trapeza jednak zbroju kvadrata
duljina boc¢nih stranica uveéanom za dvostruki
produkt duljina baza.

3538. Neka je p cijeli broj takav da su
rjeSenja jednadZzbe

5x275px+66p71:0

pozitivni cijeli brojevi. Odredi sve vrijednosti za p.

B) Zadaci iz fizike

OS - 406. U-1 graf pokazuje ovisnost
struje o naponu za zavojnice A i B. Obje
su napravljene od istog metala i imaju istu
debljinu. Koliko je puta duljina zavojnice A
manja od duljine zavojnice B?
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OS - 407. Osobni automobil je po&eo
pretjecati kamion s prikolicom koji se giba
stalnom brzinom. U trenutku kad je zapoceto
pretjecanje brzina automobila je bila 72 km/h,
a kad je zavrSeno brzina je iznosila 90 km/h.
Pretjecanje je trajalo 4 sekunde. Kamion s
prikolicom je dug 16 metara. Kolika mu je bila
brzina? Pretpostavite da se osobni automobil
tijekom pretjecanja jednoliko ubrzavao.

OS - 408. Ucenici su promatrali kako
valovi ljuljaju ¢amce u luci. Izmjerili su da
se podizu svake 3 sekunde. Procijenili su
da razmaci izmedu susjednih valnih bregova
iznose 80 centimetara. Kolika je frekvencija i
brzina tih valova?

0S - 409. Posuda obujma 300 litara se puni
kroz crijevo unutarnjeg promjera 2 centimetra.
Brzina istjecanja vode je 1 m/s. Odredite
vrijeme za koje ¢e se posuda napuniti.

1616. Odredi pocetnu brzinu tijela koje
jednoliko ubrzava ako se nakon predenih
60 metara brzina povecala za 25%, a u prve

dvije sekunde gibanja za 15%. Koliko je
ubrzanje?
1617. U takozvanoj transfer-orbiti za

geostacionarne satelite, objekt se giba oko
Zemlje tako da je u perihelu 429 km iznad
povrsine, a u ahelu 35793 km iznad povrsSine.
Koristeé¢i Keplerove zakone, odredi ophodno
vrijeme, te brzinu u perihelu i ahelu. Za
radijus Zemlje uzeti 6371 km, a za masu
5.972-10%* kg.

1618. Koliko iznosi otpor bakrene Zice ako
je tezina Zice 1 kg (bez izolacije), a duljina
800 metara? Gustoca bakra je 8960 kg/m3 ,a
elektri¢na vodljivost 16.78 nQm.

1619. Konvergentna leca oblika meniska
(kao naocale) nacinjena je od stakla indeksa
loma 1.5. Zari$na daljina veéa je 10 cm od
jednog radijusa zakrivljenosti lede, a 8 cm
manja od drugog radijusa. Odredi jakost,
zari$nu daljinu i oba radijusa zakrivljenosti
lece.

1620. Od to¢no 10 kg leda napravljena je
kugla. Ako kuglu uronimo u vodu gustoce
1000 kg/m3, koliko iznad povrsine vode viri
vrh kugle? Kolika je povrSina kugle iznad
vode? Gustoca leda je 920 kg/m>.

260 |

1621. Odredi prosje¢nu gustocu planeta ako
je period rotacije 9 sati, a ubrzanje sile teZe
na polovima je 5% vece nego na ekvatoru.
Zanemariti spljoStenost planeta.

1622. U kalorimetru se nalazi 0.8 kg
leda, temperature 0°C. Ulijemo toliko vode
temperature 20 °C da se u ravnoteZnom stanju
sav led otopi, i dalje se ne zagrijava. Koliko
smo vode ulili? Koliki je porast entropije
do dostizanja ravnoteZe? Gubitke topline
zanemarujemo.

C) Rjesenja iz matematike

Ispravak

Drugo rjesenje zadatka 3489 je netocno. U
stvari je to trebalo biti rjeSenje drugog, sli¢nog
zadatka kojeg navodimo s pripadnim rjeSenjem.

3489. Cetverokut je podijelien na pet
manjih Cetverokuta tako da su u svakom
od njih produkti duljina nasuprotnih stranica
Jjednaki. Svaka stranica polaznog cetverokuta
je stranica po jednog manjeg, a peti je sa-
drian unutar polaznog. DokaZi da su pro-
dukti duljina nasuprotnih stranica polaznog
Cetverokuta jednaki.

Rjesenje. Kako svaki manji ¢etverokut ima
to svojstvo, imamo: ac; = bidy, bdy = bjcy,

cay = Czd3, daz = d1d3, ajcy = azdz.
Odavde je
bidq bic cd3 dids
a=——b=—>=c¢c=—"—"= d=—=.
C1 dz aj ay

Sada je ac = bd <=
bidi cdy _ by didy
o @ & e
a to je peta jednakost, tj. ajc; = axd;.

Ur.

3497. Rijesi sljedeci sustav jednadZbi:
62 —xy—yx+2y—1=0 (1)
12x2 —2xy—y?—10x+12y—11 = 0.  (2)
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Rjesenje.
2)—2-(1
B2 2 g9 12c=0

0+90 -1
= 7 3
x B (3)
(1) moZemo zapisati kao
6 —x(y = 1) =y~ 1)’ =0,
pa uvrstavanjem (3):

(y+9§§V*U2_(y+9¥gflf_{y_ly::0

(y—1)? 2 P
- =L [(y+9) 2(y+9) 24] -0
—1)?
= %T)(y+9—6)(y+9+4):0
_1)?
¢:-Q3IL@+$@+1$=0
= y=1y»=-3 y3=-13
14
= x1 =0, xp, = -2, X3:?

Dakle, sva rjeSenja sustava su:

o e {0, 2-3, (1)}

Zlatko Petolas (3),
Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb

3498. Nadi sva realna rjesSenja jednadzibe

VY42V z = 24V u+/v = x+y+z+u+v

Rjesenje. OCito mora vrijediti x,y,u,v > 0,
z > 2. Grupiranjem

(= VR + = V) +((2-2) —2vz-2)
+u—=Vu)+(v—vv)+2=0

i svodenjem na potpuni kvadrat
(v&—%>2+—<v§—%>24—( z—2—1)2
1\’ 1\’

“(vi3) + (v3)

1
2—4.——1=
+ 3 0

() () s ()’

) () o
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Zlatko Petolas (3), Zagreb

3499. Odredi sve parove cijelih brojeva
(a,b) takve da je a+b jedno rjeSenje kvadratne

Jjednadzbe P +ax+b=0.

Prvo rjeSenje. Ako je x; = a+ b jedno
rjeSenje kvadratne jednadZbe onda, iz Vieteovih
formula, za drugo rjeSenje x; vrijedi:

(a+b)x, =b
(a+b)+x=—a

Dakle, x, = % = —2a — b. Oznadimo
k = —2a —b. Kako su a,b € Z imamo
ka
Z. 1 = = —
k € z s k = b %
§to uvrStavanjem u —2a — b = k slijedi
_ 2
a= % ionda b= _zlik' Uoc¢imo
_k(k—1)  (k—2)(k+1) n 2
T 2—k 2—k 2—k
2
=—k—14+——;
+ 2—k’
b o (k+2)(k=2) 4
To2—k 2—k 2—k
4
=k+2— ——.
+ 2—k
Dakle, oba izraza 2 L moraju biti
: 2k 2k O

2
cijeli brojevi, a to je ako % € Z. Dakle
2 —ke{£l1,4+2}.
Konacno, k € {0,1,3,4} .
(a7 b) € {(07 0)7 (07 _1)7 (_67 9)7 (_67 8)}
Zlatko Petolas (3), Zagreb

Drugo rjeSenje. Trazimo cijele brojeve a,

b takve da je
(a+b)* +ala+b)+b=0.

Imamo kvadratnu jednadzbu

b+ (3a+ 1)b+2d* =0,

26l



gdje je nepoznanica b cjelobrojna. Diskrimi-
nanta ove kvadratne jednadzbe je

D=Q0Ba+1)7?—4.28* =(a+3)>—-8>0.

Ona mora biti kvadrat cijelog broja. Ovaj
izraz je za 8 manji od kvadrata cijelog broja
(a +3)>. Kako se razlika kvadrata cijelih
brojeva povedava, lako je vidjeti da postoje
samo dva kvadrata Cija je razlika 8 tj. 9 i 1.
Dakle,

(@a+3)%=9
odakle je a = —6 ili a =0. Za a = —6 je
P> —17h+72=0, 4. b=9, b =8. Za
a=0je PP+b=0,t. b=0, b=—1.
Dobivamo cetiri rjeSenja

(a7 b) € {(767 8)7 (767 9)7 (07 0)7 (07 71)}'

Ur.

3500. Ako su x, y,
brojevi takvi da je

ﬁ+f+f=ﬂ

odredi minimalnu vrijednost izraza

z pozitivni realni

X
oy
z X y
Rjesenje.
2
X
(1+E+§)
z X y
2 2 2 2
Xy y Z

=2tz +—+2(x +y +2%)
22
z y?

1

>3 [2y2 +2% 4 2z2] +54
=27 454 =381.

Dakle,

l\)l’—‘

2

(xy+y +§) > 81 .

z  x
X
IR
Z X

Minimalna vrijednost 9 se postiZe za x =y =
z=3.

> 9.

Zlatko Petolas (3), Zagreb

3501. Nadi sve proste brojeve oblika 2% +5
gdje je n nenegativan cijeli broj.

Rjesenje. Za n =0, 22 45=7 %0 je prost
broj. Pokazat ¢emo da je to jedini nenegativan
cijeli broj takav da je 22 +5 prost. Uocimo,
an=1, 2% = 1 (mod 3). Pretpostavimo
2 =1 (mod 3) za neki n € N. Tada je
! (mod 3) =1 (mod 3).
Sada je za svaki n € N, 22 45 =
1 +2(mod 3) =0 (mod 3) tj. 32> +5.

Zlatko Petolas (3), Zagreb

2n+l

P N

3502. U skupu kompleksnih brojeva rijesi
sustav jednadzbi:

u19v25 -1
u5v7 =1
u4 + v4 =2.

RjeSenje. 1z prve jednadzbe dobivamo
w(®®) =1. (%)
MnoZenjem obje strane druge jednadzbe s uv:
b = . (k)

Iz (%) i (xx) imamo

W) =1 = u* =v7* (% % %)
Uvrstavanjem (* * %) u trecu jednadzbu:
i =B —atr1=0 =
1) =0 = V=1 (g) ut=1.
Sada iz druge jednadZzbe dobivamo:
8
1:145\/7:14144‘)—=E = u=v.
v v
Dakle, u = v = cos 2k_7t + isin 2k_n' R
4 4
k=0,1,2,3 4.

(u7 V) € {(17 1)7 (l7 1)7 (717 71)7 (71.7 71)}
Zlatko Petolas (3), Zagreb

3503. Tocka P se nalazi unutar trokuta
ABC. Tocka X je sjeciste pravca AP i
stranice BC, a Y je sjeciste od BP i AC.
DokaZi da je Cetverokut ABXY tetivan ako i
samo ako se sjeciste kruznica ACX i BCY
(razli¢ito od C) nalazi na pravcu CP.
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Rjesenje. Koristit ¢emo poznatu tvrdnju:
Cetverokut AjA>A3A4 na slici je tetivan ako i
samo ako je

A10 - OA3 = A20 - OAy.

Neka se kruznice ACX i BCY, osim u C,
sijeku u tocki Q. Pretpostavimo prvo da su
tocke C, P, Q kolinearne.

Tada su Cetverokuti AQXC i BCYQ tetivni

pa je
AP-PX =QP-PC=BP-PY

tj. Cetverokut ABXY je tetivni.

Obratno, neka je Cetverokut ABXY tetivan.
Tada je

AP -PX = BP - PY. (%)

Neka pravac CP sijeCe kruznice ACX i BCY
u tockama K; i K, redom. Tada su tocke C,

P, K|, K; kolinearne. Iz tetivnog Cetverokuta
AK1XC imamo

K\P-PC =AP-PX, (k)
a iz tetivnog Cetverokuta BCYK)
K>P - PC = BP - PY, (% % %)
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Sada (x), (x%) i (* %) daju
K\P-PC=AP-PX=BP-PY =K)P-PC,
.

KiP-PC=EK,P-PC —>

KiP = K:P = K| = K»(= Q).

Zlatko Petolas (3), Zagreb

3504. Dan je konveksan cetverokut ABCD
kod kojeg su kutovi SADC i 4BCD vedi od
90°. Neka je E sjeciste pravca AC i pravca
kroz B paralelnog s AD i F sjeciSte pravca
BD i pravca kroz A paralelnog s BC. DokaZi
da je EF||CD.

Rjesenje.
|PD| |PB|
APAD ~ APEB _— =
" |PA| _ |PE|
|PE| = W (%)
|PD|
|PA| |PC|
APBC ~ APFA — — = ——
|PF| |PB|
|PF| _ |PA||PB| (%)
|PC|
Dijeljenjem (%) sa (xx) =
|PE| _ |PC]
|PF| — |PD|
Na osnovu S-K-S sli¢nosti, APCD ~

APEF — EF||CD.
Zlatko Petolas (3), Zagreb

3505. Neka su BM i CN teZisnice trokuta
ABC. Kroz bilo koju tocku D na stranici BC
povucene su paralele s pravcima BM i CN
koje redom sijeku pravce AC i AB u tockama
E i F. DokaZi da pravci BM i CN dijele
duzinu EF na tri jednaka dijela.



Prvo rjesenje.
JKFV = KK T = SEK U
JK,VF = 4K;TK| = SEUK| = JEDF —>
AKVF ~ AKTK| ~ AEUK| ~ AEDF.

Tocka T je teziSte trokuta AABC pa je
INT| = %|NC|, MT| = %|MB|. S druge
strane AFBD ~ ANBC, NCED ~ ACMB,
pa je

FV[ _ INT| _ 1 |EU| _ |MT| _ 1

|[FD| ~ |NC| 3’ |ED| |MB| 3
Dakle AK,VF je sliCan AEDF s koeficijen-
tom sli¢nosti % i AEUK; je slican AEDF s

1
koeficijentom sli¢nosti 3 4.

EF
ek = EEL = o —

|EF|

|K1Ky| = *—=— = tvrdnja.

Zlatko Petolas (3), Zagreb

Drugo rjesenje. Tocka G = BM N CN je
teZiSte trokuta ABC.

Imamo
|[FU| B |FW| . ING]| 71
|FE| ~ |FD| — |NC|] 3’

§. |FU| = %|FE|. Sliéno je [VE| = %|FE|.
Ur.

3506. U jednakokracnom trokutu ABC je
|AB| = |AC| i JCAB = 20°. Na kraku AC
dana je tocka D za koju je JABD = 10°.
Dokazi da je |AD| = |BC|.

Prvo rjeSenje.

A

B C

Neka je E tofka presjeka BD i visine
trokuta iz vrha A. Trokut ABE je jedna-
kokracan jer JEAB = JABE = 10° pa je
|BE| = |EA|. Neka je F toc¢ka na visini tro-
kuta iz vrha A tako da je SEBF = 10°. Sada
su trokuti EBF i EAD sukladni (stranica i
prilezeéi kutevi) pa je |AD| = |BF|. S druge
strane trokut BCF je jednakostrani¢an jer je
IFBC = JABC — JABF = 80° — 20° = 60°.
Prema tome

|AD| = |BF| = |BC|.

Zlatko Petolas (3), Zagreb
Drugo rjeSenje. Neka je |AB| = |AC| = b,

[BC| = a i |AD| = x. Koristeéi kosinusov
poucak, dobivamo iz AABC:

a* = b* +b* — 2b” cos 20°
a* = 2b%(1 — c0s 20°)
a* =2b% - 25sin” 10°
a=2bsin10°. [@))
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Koristeéi poucak o sinusima, dobivamo iz
AABD (jer je JADB = 180° — (10° +20°) =
150°):

|AD|
sin 10°

|AB| . X

" sin 150° sin10°

| = S

x = 2bsin10°. (2)

Iz (1) i (2) slijedi x = a, tj. |AD| = |BC|.

Sara DZebo (4),
Peta gimnazija, Sarajevo, BiH

3507. Tocka O je srediste pravilnog
Sesterokuta ABCDEF. Neka su P i Q
polovista dufina OB i DE. Koliki je omjer
povrSine trokuta PQF i povr§ine danog
Sesterokuta.

Prvo rjeSenje. Neka je a stranica Seste-
rokuta tj. |AB| = a. Trokuti FQE i FPO
su sukladni jer je SPOF = JQEF = 120° i
|EQ| = |OP| = g |EF| = |FO| = a (jedna-

kost stranica i kuta koji zatvaraju).

E O D
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Dakle, |FQ| = |FP| tj. trokut FPQ je
jednakokracan, a zbog <JEFQ = JOFP je
JOFP = 60° tj. FPQ je jednakostraniCan.
Trokut FOQ je pravokutan pa je

2
3 7
IFOP = [FOP-+]00f = “%%) =37
Omjer povrSine P; trokuta PQF i povrSine
P, Sesterokuta:
P _|FOP _ 7
P2 6a2 24'
Zlatko Petolas (3), Zagreb

Drugo rjesSenje. Stavimo Sesterokut u Kar-
tezijev koordinatni sustav kojemu je ishodiste
u tocki O. Tada su koordinate vrhova P, Q,
F trokuta (a je duljina stranice Sesterokuta):

p(ﬂ _M>, Q(@@), F(—a,0).

44

A B

Ako je P(x1,y1), F(x3,y3)

povrsina trokuta PQF je

0(x2,y2),

1
P = E|x1 (2 —y3) +x2(y3 —y1) +x3(y1 —¥2)|

tj.
1
pr= te (a8 0) . (o (-3
214\ 2 4
a3 aV3 a3
+(=a): (‘T‘T)‘ =6 "
Povrsina Sesterokuta je
2 2
P2:6.a\/§:3a \/3_*.
4 2
Py T
Stoga je P_2 =3
Ur.
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3508. Rijesi jednadzbu
VSX — ZJ _ 13x+4

4 3
gdje je |a| najveci cijeli broj koji nije veéi od a.

13x+4

RjeSenje. Neka je 3 =y, yeZ.

Tada je

3y—4
13 7

pa je jednadzba ekvivalentna s

25
DBy —4)-2
3y —4)

X =

4 =Y

75y — 126 |
SR

Za svaki realan broj a vrijedi a < |a] < a+1,
pa je

ij.

75y — 126
< — 1
5 <y+
tj.
. 126 178
< — < —_—.
126 < 23y < 178 i 3 <y < 3
Kako je y € Z imamo y = 6 ili y = 7. Dakle,

_ 4 ili x*1—7
13 13

DZeneta SudZuka (2),
Gimnazija “Visoko”, Visoko, BiH

X

3509. Ako je
sinx + siny = 2a
cosx + cosy = 2b
cos(x —y) = —4ab,
dokazi (a + b)* = %
Prvo rjeSenje.
(a+b)* = a* + b* + 2ab

_ (sinx+ sin y)? n (cos x+ cos y)? _cos(x—y)

4 4 2
(sin” x+ cos? x)+(sin® y4 cos® y)+2 cos (x—y)
- 4
cos(x—y) 1
-y Ty

Zlatko Petolas (3), Zagreb

Drugo rjeSenje. Kvadriranjem prve dvije
jednakosti i zbrajanjem dobivamo

o 4a® +4b* -2
SInxsiny + COSXCoSy = - 5
sinxsiny + cosxcosy = cos(x —y) = —4ab.

4a% + 4b* -2
1z % = —4ab, sredivanjem dobi-

vamo tvrdnju zadatka.
Ur.
3510. Duljina stranice baze pravilne
trostrane piramide jednaka je a, a bocnog
brida b > 13. Koliki je polumjer kugle koja
dodiruje sve bridove piramide?
Rjesenje. Neka traZena kugla, radijusa r,

dodiruje prostorni trokut VAB u to¢kama Dy,
D>, D3 kao na slici. Dakle,

|BD\| = |BD;3| =

a

2

Iz sli¢nosti trokuta VSD; 1 VBO slijedi

ISDy| _ |BO|
VD] — |vO
4.

2ax/§

N

)

V3
. a(2b —a) .
2v/3b2 — 42

Zlatko Petolas (3), Zagreb
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D) RjeSenja iz fizike

OS - 398. Graf prikazuje ovisnost duljine
opruge o sili koja djeluje na nju. Kolika ce
biti duljina te opruge kad na nju djeluje sila u
suprotnom smjeru iznosa 2.2 N (njutna)?

[ (cm)
30
207
10t
0 1 2 3 4 5 FWN)
Rjesenje.
lp =20 cm
F=5N
Al=30cm—20cm =10 cm =0.1 m
F1=22N
I, =?
F 5N
F 22N
Alj=—=—"—=0.044 m=44
[ 3 50 N/m 0.044 m cm

I =1lp—Al; =20 cm — 4.4 cm = 15.6 cm.

Nives Ostojic¢ (8),
0S8 Horvati, Zagreb

0S - 399. Unutarnji otpor baterije je 2
(oma). Kad ona nije spojena na trosilo, napon
na njenim krajevima je 4.5 V (volta). Koliki ¢e
biti napon na krajevima Zaruljice otpora 20 Q
kad ju spojimo na tu bateriju?

Rjesenje.
Rg=2Q
U=45V
R;=20Q
Uy =?
Ip =1
Us _ Uy
Rp Ry
UzRp Uy Uz
= =2Q- = =<
Us Ry 20Q 10
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—Us _y,y Yz _ 11Uy
U=U;+Up=U;+ 0~ 10
10U 10-45V
= —— = ———— =4, .
U 11 11 09V
Maja Drmac (8),
OS Malesnica, Zagreb

OS - 400. Pernica ima oblik kvadra koji
je dugacak 2 dm (decimetra) i Sirok 7 cm
(centimetra). Njena je masa 100 g (grama).
Tlak koji ona vrsi na klupu iznosi 200 Pa
(paskala). Izracunajte masu pribora u pernici.

Rjesenje.
a=2dm =20 cm
b=7cm
m; =100 g =0.1 kg
p =200 Pa
my =?

A=a-b=20-7=140 cm> = 0.014 m>.

= Q

Tlak pernice s priborom na klupu je p =
pa je teZina pernice s priborom:

G=p-A=200 Pa-0.014 m? =2.8 N.
Masa pernice s priborom:

G 2.8 N
~ ¢ 10 N/kg
Masa pribora:

my =m—my =280 g— 100 g =180 g.
Irena Antql (7), OSj “Ljudevit Gaj”,
PS Donja Semnica, Krapina

=0.28 kg = 280 g.

OS - 401. Ucenik ima Jjednu bakrenu
zavojnicu i Zeli od druge bakrene Zice, koju
ima, napraviti jos jednu istog otpora kao prva.
Zica koju ima je dvostruko deblja od one
na zavojnici. Ako na zavojnici ima namotano
5 m (metara) Zice, koliko metara deblje Zice
mora uzeti da bi dobio zavojnicu istog otpora
kao prva? Elektricni otpor je proporcionalan
s duljinom Zice i obrnuto proporcionalan s
kvadratom promjera Zice.

Rjesenje.
ry =2r;
[i1=5m
I =?



R =R,

p-h_p-b

S1 52

I -sp =1 -5

ll‘r%TC:lz‘r%TC
2 2

ll-(2r1) 7[—[2-}"17[

L-4rit=1 rin

I, = 41, = 20 m.

Maja Drmac (8), Zagreb

1602. Laserska zraka se lomi i reflektira
na povrsini mirne vode. Ako je kut izmedu
lomljene i reflektirane zrake 100°, a indeks
loma vode 1.33, odredi upadni kut laserske
zrake u odnosu na okomicu povrsine vode.

RjeSenje. OznaCimo s o« traZzeni upadni
kut, a s B kut loma. Kako je kut refleksije
takoder «, vrijedi o+ 100°+f3 = 180°, dakle
o + B = 80°. Zajedno sa Snellovim zakonom

sin o
=n=1.
sin 8 " 33
dobivamo
M — 1.33.
sin 8
Koristenjem adicijske formule za sinus slijedi
. o
SIn80" _ 0s80° = 1.33.
ep

Odatle je B = 33.2226°, pa je
a = 46.7774° = 46°46'39" .

Ur.
1603. Izvor napona u strujnom krugu na
slici daje napon 24 V. Koliki je napon na

kondenzatoru? Kolika je energija pohranjena u
kondenzatoru ako mu kapacitet iznosi 200 nF?

30

7Q

RjeSenje. S obzirom da izvor daje istos-
mjerni napon, struja ne te¢e kroz kondenzator.

T

Tada je struja kroz oba otpornika
U 24V
R 3Q+7Q
Napon na otporniku od 7 Q je tada
U=1IR =168 V, a to je ujedno i napon
na kondenzatoru, jer su spojeni paralelno.
Energija pohranjena u kondenzatoru odredena
je izrazom

1= =24 A.

| Q)
E==-CU
2 b

Stouz U=168 Vi C=2-10"" F daje
E=128224-107°]J.
Ur.

1604. Ioni litija dvaju stabilnih izotopa
litija gibaju se u homogenom magnetskom
polju iznosa 0.4 T. Ako jednostruko ionizirani
laksi izotop oLt opisuje kruZnicu radijusa
30 cm, koliku Cce kruznicu opisivati teZi ion
TLit Jjednake kineticke energije? Kolika je ta
energija u keV (kiloelektronvoltima) i kolike su
njihove brzine?

Rjesenje. KruZzenje nabijenih Cestica u
homogenom magnetskom polju odredeno je
izjednacavanjem magnetske i centripetalne sile:

2

v
qvB = m—,

P

gBr = mv.

UvrStavanjem podataka za SLi ( qg = 106"
10°” ¢, B=04 T, r =03 m,
m=6u=9.96-10"2" kg) dobivamo
v(®Li) = 1927711 m/s.
Odgovarajuca kineticka energija je
2

my —14

E = - = 1.8506 - 10 J =115.663 keV.

Brzinu tezeg izotopa litija dobivamo uvrStava-
njem m = 7u za masu:

v('Li) = 1784714 m/s,
Sto konac¢no daje za radijus kruZenja

r("Li) = 0.324 m = 32.4 cm.
Ur.

1605. Uteg mase 350 g objesen je na oprugu
konstante elasticnosti k, tako da je od objesista
u ravnoteZnom poloZaju udaljen | = 45 cm.
Koliki je iznos konstante elasticnosti ako se uteg
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pri istovremenim malim oscilacijama (gore-
dolje) i njihajima (lijevo-desno) moZe gibati po
kruZnici kao na slici?

Z Z
/ %k ;%

RjeSenje. Gibanje po kruZnici moguce je
samo ako je period titranja jednak periodu

njihanja:
m l
T=2mn/—=2my[—
"V ”\/;’
m_ 1
kg
Odatle je
.81-0.
eome 981035

I 045
Ur.

1606. Prvog dana prolje¢a Sunce se nalazi
na nebeskom ekvatoru i tada izlazi tocno na
istoku, azimutu 90°. Ako se promatrac nalazi
na 45° sjeverne zemljopisne irine, u kojem
e smjeru Sunce izaéi prvog dana ljeta? Tada
se Sunce “popne” do 23.5° sjeverne Sirine.

RjeSenje. Ozna¢imo s « azimut izlaska
Sunca prvog dana ljeta. U sfernim koordinata-
ma (azimut, kutna visina) smjer izlaska Sunca
je (a,0), smjer sjevera je (0,0), a smjer
nebeskog sjevera je (0,45°). Iz uvjeta da je
kut izmedu smjera izlaska Sunca i nebeskog
sjevera jednak 6 = 90° — 23.5° slijedi

cos 00 cos 45° = cos 6 = sin23.5°.
Odatle je traZeni azimut
o = 55°40'22.5".
Ur.

1607. U periodu od osam godina planet
Venera se u pet navrata opaZa kao “zvije-
zda Vecernjaca” (i pet puta kao “zvijezda
Danica”). Koliko orbita oko Sunca napravi
Venera, a koliko Zemlja? Koristeéi tre¢i Kep-
lerov zakon, odredi radijus Venerine putanje i
prosjecnu orbitalnu brzinu.

Matematicko-fizicki list, LXVI 4 (2015. — 2016.)

Rjesenje. U navedenom periodu Venera
napravi pet orbita viSe od Zemlje, dakle Zemlja
napravi 8 orbita, a Venera 13. Omjer velikih
poluosi putanje izracuna se iz omjera ophodnih
vremena:

ay _ a
2 2
ry Tz
8 .
wz Ty = e godina = 224.77 dana =

19420062 s, a odatle je duljina velike poluosi

13
= 108 163 250 km.

Brzina je odatle
s _ 2aym
- Ty

N
ay = ( > ~az = 0.7235ay,

V= =35 km/s.

Ur.

1608. Idealnom crnom tijelu povrsine
0.12 m? snaga zracenja se poveca 12% ako
mu temperaturu povisimo za 20 K. Kolika
je pocetna i konacna temperatura? Kojom
snagom tijelo zraci prije i poslije povecanja
temperature?

RjeSenje. Snaga zracenja crnog tijela pri
temperaturi 7 iznosi

P = oST* ,

gdje je S 2povréina tijela, a o = 5.67 -
1078 W/ m K* Stefan-Boltzmannova kons-
tanta. Nakon povecanja temperature vrijedi

P = 1.12P = oS(T + 20)*.

Dijeljenjem dvaju izraza dobijemo

4
115 = (T+20> 7
T
VTiz=1+ ?,
T = 695.96 K.

Kona¢na temperatura je dakle 20 K veca, tj.
T' = 715.96 K. Odgovarajuée snage zradenja
iznose P = 1596.24 W i P' = 1787.79 W.

Ur.




