v

Sest nacina dokazivanja jednog Rouéka za Eravilni petnaesterokuti

Dragoljub MiloSevié,! Aleksandar Sredojevié?

Zasigurno vam je poznato da za pravilan sedmerokut ApA| . ..Ae vrijedi jednakost
1 1 1
|AoA1]  [AoAa|  |AoAs|

U [1] je dan sljedeci poucak (bez dokaza): U pravilnom petnaesterokutu ApA; ...A
vrijedi jednakost:

1 n 1 n 1
[A0A1]  [AoA2]  AoA4|  |A0Aq|
Prikazat ¢emo Sest nacina dokazivanja ovog poucka.

Prvi nadin. Uvedimo sljedeée oznake: |AopAi| = a, |AoAz| = b, |AoAs3| = c,
|AoAs| = d, |AoAs| = e, |ApAs| =f i |AoA7| = g. Tada navedena jednakost postaje
1 1 1 1
[ _ Z. 1
a b + d + g M

Sredisnji kut nad stranicom pravilnog petnaesterokuta je 360° : 15 = 24°, a odgovarajuci
obodni kut iznosi 24° : 2 = 12°. S obzirom da je vanjski kut jednak srediSnjem kutu,
tj. 24°, unutarnji kut pravilnog 15-erokuta jednak 180° — 24° = 156°.

Na dijagonali |[ApA4| = d odredimo tocku B tako da |AoB| = |AoAs| = ¢ (slika 1).

! Profesor je u miru u srednjoj §koli u Gornjem Milanovcu.
2 Autor je profesor gimnazije u Gornjem Milanovcu.
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Tada je |BA4| = d — c. Trokut AgAsB je jednakokracni, pa je
JApAsB = JA.BAs = (180° — 12°) : 2 = 84°.
U trokutu A3A4B imamo
IBAsAs = JArA3A4 — (FArA3A0 + JA0A3B) = 156° — (2 12° + 84°) = 48°
i JA3A4B =3 -12° =36°, a i u trokutu ApA4A7 je
JA4AA; =3 12° =36° i JAgAsA, =4 - 12° = 48°.

Zakljucujemo da su trokuti A3A4B 1 A7ApA4 sli¢ni, jer imaju jednake kutove. Zbog toga
je
|A3A4| . |A7A0| = |BA4| : |A4A0| y

odnosno a:g=(d—c):d.
Odavde slijedi ad = g (d — ¢), 4.
dg —ad = cg. (2)

Na dijagonali ApA; odredimo tocku C tako da |AoC| = |A¢A|| = a, paje |CA3| = c—a.
Kako je ApAs||A142 1 |AoA | = |A1Az] = |AoC| = a, zakljuCujemo da je etverokut
ApA1A,C romb, $to znadi da je |A,C| = a. Dakle, trokut A,A3C je jednakokraéni
(|A2C| = |A243] = a). U njemu je

ACALA3 = JA1ArAs — JAIALC = 156° — 2+ 12° = 132°.
U jednakokracnom trokutu ApA»A4 (|ApAz| = |A2A4| = b) imamo
JAoArAs = JA1ArA; — (JA1A2A) + A3A244) = 156° — (12° + 12°) = 132°.
Zakljucujemo da su jednakokrac¢ni trokutovi A>A3C i ArA4Ay sli¢ni, pa je
|A2A3] 1 |AoAz| = |CA3| 1 |AoA4] ili a:b=(c—a):d.
Odavde slijedi ad = b (¢ — a), odnosno
ab + ad = bc. 3)

Dijeljenjem jednakosti (2) i (3) dobivamo

dg —ad _ cg dlg—a) g
ab+ad ~ bc alb+d) b
g—a b+d

ag ~ bd

1 1 1 1
<:>;—E+3+§

Drugi nacin. Primjenom Ptolemejevog poucka na tetivne Cetverokute ApAsA7Ag
i A0A1A2A4 (slika 2), dobivamo |A()A7| . |A4Ag| = |AOAg| . |A4A7| + |AOA4| . |A7Ag| i
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|AOA2| . |A1A4| = |AOA1| . |A2A4| + |A1A2| . |AOA4|, odnosno

gd =gc+da i bc =ab+ ad,
ili

dg —ad =cg i ab + ad = bc.

Slika 2.
e .. dig—a) g
Nakon dijeljenja posljednje dvije jednakosti imamo ———~+= = =, a odavde lako
alb+d) b
dobivamo Zeljenu jednakost (1).
Treéi nacin. Koristit éemo Molweideove formule
o—-p . o—f
a—l—b_COST ] a_b_sm )
¢ sin g ¢ cos g

gdje su a, b, ¢ duljine stranica i o, 3, y veli¢ine unutarnjih kutova trokuta ABC.
Primjenom prve formule na AApAsAg (slika 3), imamo

84° — 48°
d+g 775  cosl8 sin72°
d . 48° "~ sin24%  sin24°’
sin
2
a iz druge na AApA1A;:
156° — 12°
b—a SM7TT 57 sin72°  sin72°
a 12° T cos6°  sing4°’
CcOos )

Matematicko-fizitki list, LXVI 3 (2015. = 2016.) B 167



Slika 3.

Iz teorema o sinusima dobivamo
b _ 2R sin 24° _ sin 24°

g 2Rsin84°  sing84°’
gdje je R polumjer kruZnice opisane oko pravilnog 15-erokuta (slika 3).

Sada je
b—a d g sin72° sin24° sin84°
a d+g b sin84° sin72° sin24°
a odavde je
b—a d+g .. 1 1 1 1 .
—=—— i -=—-4+-4- . (1)
ab dg Mg b+d+g’ i (1)

Cetvrti nadin. Kako je a = 2Rsin12°, b = 2Rsin24°, d = 2Rsin48° i
g = 2Rsin 84°, jednakost (1) ekvivalentna je sa
1 1 1 1

sin12°  sin24° + sin 48° + sin 84°’

tj. sa
sin 84° — sin 12° _ sin 48° + sin 24° )
sin84°sin 12°  sin48°sin24°
KoriStenjem trigonometrijskih identiteta

sinx —siny = 2sinx_ycosx—;y
i +
X X —
sinx + siny = 2 sin Y cos 2y) (x,y € R),
jednakost (4) prelazi u
cos48° cos 12°

sin84°sin 12°  sin48°sin24°’
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odnosno u
sin 24° (sin 48° cos 48°) = sin48° (sin 12° cos 12°) . 5)
Kako je
2sinxcosx = sin2x, (x € R)
jednakost (5) ekvivalentna je sa
sin 24° - sin96° = sin 84° - sin 24°,
§to vrijedi zbog sin 96° = sin (180° — 84°) = sin 84°.

Peti nacin. Koristenjem trigonometrijskog identiteta

sin?x — sin’y = sin (x — y)sin (x +y), (x,y € R)
dobivamo redom

¢® — b* = (2Rsin60°)* — (2R sin 24°)> = 2R sin 36° - 2R sin 84°

= cg, (6)
¢> — ® = (2Rsin84°)” — (2R sin60°)* = 2R sin 24° - 2R sin 144°

= 2Rsin24° - 2R sin36° = bc, (7)
2 —b* = (2Rsin72°)* — (2Rsin24°)* = 2R sin 48° - 2R sin 96°

= 2R sin48° - 2R sin84° = dg, (8)
f?— ¢ = (2Rsin72°)* — (2Rsin60°)> = 2R sin 12° - 2R sin 132°

= 2Rsin12° - 2R sin48° = ad 9)

¢> —f% = (2Rsin84°)* — (2Rsin72°)> = 2Rsin 12° - 2R sin 156°
= 2Rsin 12° - 2R sin 24° = ab, (10)
gdje smo upotrijebili identitet
sin (180° — x) =sinx, x € R.

Sada imamo redom
2 2

—b
% - % - ; —  (zbog jednakosti (6) i (7))

_f27b27(]02782)
SE )

dg — ad
- ai +Zd (zbog jednakosti (8)~(10),
t.
i_1.1.1
a b d g

Sesti nacin. Neka je pravilan petnaestorokut ApA; ...A14 u Gaussovoj ravnini upisan
u jedini¢nu kruZnicu sa srediStem u koordinatnom ishodiStu (slika 4). Tada su brojevi

2km .. 2km
ek:cosF—i—lsmF:,s{‘ (k=0,1,2,...,14)

redom koordinate toaka Ag, Aqy,..., Ais.
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[AoAal — |A1As] - [AoAs]

Kako je
S R SRR
[Aodz|  AoAs|  |A1As|  AoAs]
i kako su vektori AjA; i ApAs kolinearni i istog smjera i vrijedi |A1A3| = |&3 — €] i
|AOA4| = |£4 — 80|, to je
1 1 JAoAs| +1A1As] (& —&0) + (es—&)| _ [&f —1+& &
|A1As]

&5 —elles —al & —allef -1
-+ +ra(g-n] _ [(g-1)(g+1+e)
e (@ -]l - (g + )] laller — 1] e — 1] & +1]
g —1lgrea+1] | +ea+1]

&2 — 1% |e2 + 1 et =1 fef 1]
.
1 1 e +e+1
+ = |2 R | (11)
[AoAa|  |AoAs| |} — 1| e} + 1
Takoder
1 1 1
[AcA1l  AoA7|  [A3A4]  |AoAq|
. . —_— . .« .. . . .o .
Kako su vektori AzA4 i ApA; kolinearni i istog smjera i vrijedi |A3As4| = |&s — &] i
|AOA7| = |£7 — 8()|, to je
70
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1 1 |AA7| = |A3Ad] (& —&) — (e —&)|  |e] —1—¢ +¢&]

|AsAs]  AoA7]  |AsA4l- JAcA] T Jes—es|le —e| et — €| |e] — 1]
e ) e -1 (e 1) (ef + 1)
lef (er —1)| |e] =1 |&f|ler — 1] |e] — 1]
g —aflg 1 e - (g +a+1)] g +1]
e Jer — 1] €] 1] ler = 1] [¢] — 1]
ler —1||ef +e + 1] |ef + 1| |ef +& +1]|ef + 1
ler — 1] |e] — 1] le] — 1]

Kako je |AoA7| = |AoAs|, imamo |&; — &| = |&s — &, . |&] — 1] = |e} — 1|. Sada
(12) postaje

1 1 lef+e+1]]ef+1] e +e+1]]ef +1]
Aodll oAl Ja 1 (- D&+ D)
el + & + 1] |ef + 1 |e? + & + 1|
G EEICE N CEDICED]
el + & + 1|

_ 13
o —1Je + 1 ()

1z (13) i (11) dobivamo
I D N
[AcA1l  [AoAz|  [AoAs|  [AvA7|"
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