Zadaci iz matematike s drzavne mature 2015. u Juznoj Koreji
(viSa razina)
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Julije Jakseti¢' i Robert Soldo®

Drzavna matura u JuZznoj Koreji, skraeno Suneung, je standardizirani ulazni test za
upise na fakultete. Svaki ucenik koji Zeli upisati neki od fakulteta mora proci Suneung.
Test se sastoji od pet dijelova: korejskog jezika, matematike, engleskog jezika, drustvene
skupine predmeta i stranog jezika/ kineskog pisma.

Sve se odrZava u jednom jedinom danu.

Suneung se tradicionalno odrZava drugog cetvrtka u studenom. U JuZnoj Koreji
velika je paZnja posveéena obrazovanju i trenutno je na snazi sedma verzija kurikuluma
uvedenog 2004. godine, s revizijama 2007. 1 2009. godine. Ucinci ulaganja u obrazovanje
se vide u statistici: BDP se nakon Korejskog rata, od 1962. do danas, poveéao za 40 000
posto (vidi [5]).

Za vrijeme odrZzavanja testa pred Skolama mnostvo roditelja moli za uspjeh djece na
maturi. Ne cudi zato Sto i korejski i svjetski mediji prate fenomen Suneung (vidi npr.
2], [4D.

U nastavku donosimo 30 zadataka s viSe razine matematike Suneunga odrzanog
13.11.2014. (zadaci se mogu naci na [1]). U svim zadacima je dan odgovor, a teZi su
rijeSeni. Neka sam Ccitatelj prosudi teZinu zadataka i razinu gradiva koja se trazi.

1. Zadane su dvije matrice A = ( (1) 12 ) iB= ( ; }) > Nadite zbroj svih

elemenata matrice A + B.
A. 5 B. 6 C.7 D. 8 E. 9
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2. IzraCunajte lim u

x—0 3x
A. 1 B. ! C. ! D. ! E. !
2 3 4 5
3. Nadite maksimum funkcije f (x) = sinx + V7cosx — /2.
A V2 B. V3 C.2 D. V5 E. V6

1
4. Izraunajte | 3+/xdx.
0

A. 1 B. 2 C.3 D. 4 E. 5

5. Zadane su dvije tocke u koordinatnom prostoru A(2,a,—2), B(5,—3,b). Koliki
je zbroj a + b ako se tocka koja duZinu AB dijeli u omjeru 2 : 1 nalazi na x-osi.

A. 10 B. 9 C.8 D. 7 E. 6
. . . . . 2 1 .

6. Dva linearna preslikavanja f i g zadana su matricama 4 9 i
( % B ) Koliko iznosi parametar a ako kompozicija preslikavanja f o g tocku

2 preshkava u tocku (a,6)?
B. 2 C.
Rjesven]e Kako je (f 0 g)(1,2)" =f(g(1,2)*) imamo:
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Dakle, a = 3.

o0
7. Za geometrijski niz vrijedi a; = 3, ap = 1. Izratunajte: > a2.
n=1

8 83 85 87 89
A — B. — = D. — E. —
8 8 €3 8 8
8. Za dva dogadaja A i B vrijedi da A€ i B iskljucuju je- 0
dan drugog i P(A) =2P(B) = % Koliko iznosi P(A N BC)? e
A
A L B. > c.t p. . E =
20 10 4 5 20
Rjesenje. ANB=() = BCA —
P(ANBS) = P(A\ B) = P(A) — P(B) = 2 — > = >
5 10 10
n 2k\ 2
9. Tzracunajte lim 3 f(l + —) 2 gdieje f(x) = -
n—00 ;7 n n
A. In2 B. In3 C.2In2 D. In5 E. In6
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Rjesenje. KoriStenjem Riemannovih suma imamo

A
- 2%\ 2 [ 2= 12x
li 1+=) - == d Y
s 3o (14 2) 2= [
k=1 cil (4
3 3
:/ —dx=1Inx| =In3. -
X 1 F
10. Na slici je prikazana parabola y?> = 12x i kroz njen
fokus F je poloZen pravac koji ju sijece u to¢kama A i B.
Iz tih tocaka spuStene su okomice na ravnalicu ¢ija su noZiSta  pil | B
tocke C i D. Ako je |AC| = 4, koliko iznosi |BD|?
25 27
A. 1 B. — C. 13 D. — E. 14
- 2 2

11. Tezina jedne vrecice slatkiSa proizvedenih u tvornici u prosjeku iznosi 75 g, a
ravna se po zakonu normalne razdiobe uz standardnu devijaciju 2 g. Koristeéi standardnu

normalnu razdiobu nadite vjerojatnost da je nasumce izabrana vredica slatkiSa teSka
izmedu 76 g1 78 g.

z | P0<Z<7)
0.5 0.1915
1 0.3413
1.5 0.4332
2 0.4772
A. 0.0440 B. 0.0919 C. 0.1359 D. 0.1498 E. 0.2417
Rjesenje.

X7
X ~N(75,2%) = Z= >

~N(0,1) =

P16 <X<78)=P05<Z<15=P0<Z<15-P0<Z<0.)5)
=0.4332 — 0.1915 = 0.2417.

12. Dana je ravnina ¢ i na njoj dvije razliite tocke

A, B kroz koje je povucen pravac ¢. Izabrana je tocka P

izvan ravnine ¢ iz koje je spuStena okomica na ravninu S0
s probodistem H. Ako je |AB| = |PA| = |PB| = 6, -
|PH| = 4, nadite udaljenost toc¢ke H od pravca . ‘

A. V11 B.2v3 C. V13 D.V14 E. V15 4 ¢

* k x

Za iduca dva zadatka neka su zadani realan parametar
a > 3 i dvije krivulje y = a*~! i y = 3* koje se sijeku
u tocki P ¢ija je x-koordinata jednaka k.
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13. Izracunajte nlg& N
(5) +1

(a n+k
o5 _
RjeSenje.  lim, oS = Jim —="7—

ORI

14. U tocki P krivulje y = 3* povucena je tangenta koja x-os sijeCe u tocki A, te je
u istoj tocki P krivulje y = @*~! povucena tangenta koja x-os sijece u tocki B. Ako
za tocku H(k,0) vrijedi |AH| = 2|BH|, koliki je parametar a?
A. 6 B. 7 C.8 D. 9 E. 10

Rjesenje.
1
th...y=3"=3m3x—k = A (k— E,O)

1
tg...y—d ' =d " na(x — k) = B(k— —,O)
Ina

Iz uvjeta |AH| =2 |BH| = 1 :2'L = a=09.
In3 Ina
15. Ukupan broj ucenika u nekoj sSkoli je 320. Prema rezultatima ankete,
matematickom kruZoku pristupilo je 60 posto djeCaka i 50 posto djevojCica. Iz
matematickog kruzoka nasumce biramo jednog ucenika. Vjerojatnost da smo odabrali
djecaka je p;, a vjerojatnost da smo odabrali djevojcicu je p,. Ako vrijedi p; = 2p»,
koliki je broj djecaka u toj $koli?

A. 170 B. 180 C. 190 D. 200 E. 210
RjeSenje. Neka u Skoli ima d; djecaka i d, djevojcica. Tada je d) + d» = 320.
3 1
—=d, —d,
_ 5 _ 2
p=3"1T> PT3 77"
§d1 + Edz §d1 + Edz

3
Zbog uvjeta p; = 2p, slijedi gdl =d, = d, =200.

16. Za dvije kvadratne matrice drugog reda vrijedi: A>—AB = 3E, A2B—B*A = A+B.
Koja je od sljedecih tvrdnji to¢na?

a) A ima inverznu matricu; b) AB = BA; ¢) (A+2B)* =24E,
gdje je E jedini¢na matrica.

A. a) B. ¢) C.a), b) D. b), ¢) E. a), b), ¢)
Rjesenje.

1
a) A>—AB=3E, A(A—B)=3E, A~ = §(A—B).

b) A- E(A—B)} :%(A—B)-A:E — A(A—B)=(A-B)A
=— A>—AB=A>—-BA — AB = BA.
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¢) Iz b) dijela slijedi: A’B — B’A = A’B — AB?. Sada je redom:
A’ - AB=3E = A’B—AB*=3B = A+B=3B = A=2B.

3
A? —AB=3F — 4B*> - 2B’ =3F — BZZEE.

Konacno je: (A+2B)> = (2B+2B)* = 168> = 16 - %E =24E.

17. Niz {a,}, a1 =1, S, = >_;_, ax zadovoljava relaciju
any1 = (n+1)S, + n! (n>1).
Nadite op¢i ¢lan niza a, koriste¢i sljedeci obrazac.
Za prirodan broj n vrijedi: ayy1 = Spp1 — Sy, gdje je Sy = (n+2)S, +n! (n>1).
Ako obje strane podijelimo s (n+ 2)! imamo:
SrHrl o Sn + 1
(n+2)t (n+ 1! (n+1)(n+2)

Sn . 1. 1
Ozna¢imo li s b, = ———,imamo by = - i by =b, + ————.
(n+1)! T o (n+1)(n+2)
Za niz b, nadite opéi ¢lan b, = %, apotomi S, =f(n)-n, a,=gn) - (n— 1)
Koliko je f(7) + g(6)?
A. 44 B. 41 C. 38 D. 35 E. 32
Rjesenje.
1 1 1 1
bpy1=by+ —F——= = byy1 — b, = = — .
o (n+1)(n+2) o (n+1)(n+2) n+l n+2
1 1
by —by =~ — =
2T 23
1 1
bi-b=3-7
1 1
by — by =~ —
Tt
1 1 n
davde je: b, — b = - — —— b, = = Db, =n-nt.
Odavde je 1= n+1:> n+1:>S (n+1) n-n! g
f(n) =n. Sada je:
ay=n-Spi+m—)=n-n—1)-n—D'+m—1)=@m —n+1)-(n—1)!

4. gn)=n>—n+1, f(7) +g(6) =7+ 31 = 38.

18. U vredici se nalazi jedna kuglica oznacena brojem 1,
dvije oznacene brojem 2, te njih pet oznafenih brojem 3.
Nasumce izvla¢imo jednu kuglicu, te nakon Sto utvrdimo njen
broj vracamo ju natrag. Taj postupak ponavljamo dva puta i
neka je X prosjecna vrijednost izvucenih kuglica. Koliko iznosi
P(X=2)?

5 11 3 13
B

7
A.3—2 .6—4 C.E D.6—4 E.—2
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RjeSenje. X =2 je u tri slucaja: (1,3), (2,2), (3,1).
- 15 22 51 7
P(R=0)—= .24 2. 2,2 2 _ "L
( ) 8 8+8 8+8 g8 32
19. U koordinatnom prostoru zadan je pravac l%c =6—y=z—06iravnina & na

koju je taj pravac okomit i probada ju u tocki P(2,5,7). Na pravcu ! odabrana je tocka

A(a,b,c) i u ravnini o totka Q tako da vrijedi AP - AQ = 6. Koliko iznosi a + b+ ¢
(a>0)?

A. 15 B. 16 C. 17 D. 18 E. 19

-6 -6
Rjesenje. 1.2 = y—l = Zl . d =
(2,—1,1) je vektor smjera pravca, te ujedno vektor 4
normale ravnine
o...2x=2)—(y=5)+(z—7)=0

2x—y+z=06

— — — —  — — s = = g I
—— !

=0

— [AP* =6 = |AP| = /6.
Stavimoli§:6fy:zf6:t (t>0) => a=2t, b=6-1, c=1+6, paje
A(2t,6 — t,1+ 6).

AP| = d(A,P) =/ (21— 22+ (6 —1— 52+ (1 + 6 — 72 = 6.
— 67— 12t=0 = 6t(t—2)=0 = 1=2.
Sada je A(4,4,8) = a-+b+c= 16.

20. Zadan je jednakokracan trokut ABC takav da je
JCAB = 4BCA = 0 iradijus njemu upisane kruZnice
je 1. DuZina AB produZena je do to¢ke D tako da je
JIDCB = 0. Ako je povriina trokuta BDC jednaka

e 4
S(0), izraCunajte 91Ln3+{e -S(0)} (0 <0< 4> .

2 1 4 14
A. - B. 8 C. 10 D. - E. —
3 9 9 3 9
Rjesenje. Neka je M poloviste od AC. Tada je C
1
|AM| = 5" pa je i
t —
an >
AM 1
aB| = pc| =AM _
cos 6 0
cos 0 - tan 5

Spustimo sada okomicu iz to¢ke C na produZzetak
stranice AD i dobijemo noZiSte H. Sada je
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S — in20
JABC = 180° — 20 = JCBD =26 = [CH| = |BC|-sin20 = ———

6
6 -tan —
cos 6 - tan >
Takoder je SCDH = 30, pa je:
H in2
cD| = |.C3|6 _ sin26 .
sin sin30 - cos O - tan 5
Imamo )
1 in” 0
S(6) = 5 - 1BC| - |CD) - sin 6 = o .
tan? > sin36 - cos O
Dakle,

0 \ 2
. 2 —
. L sin 0 2 30 1 4
eEII()l+{9'S(9)} - 911{101+ < 0 ) ' (tan 6 "sin36 cosf 3
2

4
3

4
=12.12.1.1- = =
3

21. Za prirodan broj n, s a, oznac¢imo najmanji
prirodan broj m za koji vrijedi sljedece:
a) to¢ka A ima koordinate (2",0);
b) tocke B(1,0) i C(2",m) odreduju pravac
koji prolazi tockom D c¢ija je x koordinata 2".

PovrS$ina trokuta ABD je manja ili jednaka % ) (1,0)  4(2"0) X
Izradunajte Z,ll(il ay.

A. 109 B. 111 C. 113 D. 115 E. 117
RjeSenje. |AB| =2"—1, |[BC{|=2"—1, |CCi|=m. Iz

(2" =1
(2"—1):(2’”—1):|AD|:m$|AD|:%7
paje
1 m-(2"=1) _m )
N (A Wi Sl e 2 <om .
Paasp > 2"-1) w1 =73 = (2"-1)"<2 1

2-1P=1<2"-1 = m=1
22-1?=32<2"-1 = m=4
(22 —1)P2=7"<2"-1 = m=6

(29 —1)2=1023<2" —1 = m =20

10 10
Odavde je: > a, =14 > 2n=109.
n=1 n=2
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22. Nadite rjeSenja jednadzbe log,(x + 6) = 5.
Rezultat. x = 26.

23. Zadana je funkcija f (x) = cosx + 4 - ¢**. Koliko iznosi f(0)?
Rezultat. f'(0) = 8.

24. UmnoZak svih realnih rjeSenja iracionalne jednadzbe x> — 6x — vx2 — 6x — 1 =3
jednak je k. Koliko je k*?

Rezultat. k* = 25.

25. Kada komprimiramo izvorne slike, digitalne i ostale fotografije pojavljuju se
maksimalni omjer signala Suma izvorne i komprimirane fotografije P, srednja kvadratna
pogreska slike (standardna devijacija) E te vrijedi:

P =20log255—10logE (E > 0).

Ako imamo dvije originalne slike A, B maksimalnog omjera signala i Suma P4, Pp i
neka su njihove srednje kvadratne pogreSke E4, Ep. Ako vrijedi Eg = 100E4 izraCunajte
Py — Pp.

Rezultat. Py — Pgp = 20.

26. Koliki je broj uredenih trojki prirodnih brojeva (a, b, ¢) koji zadovoljavaju uvjete:
a) a-b-c je neparan broj; b) a<b<c<L20?

RjeSenje. Izmedu 1 i 19 imamo 10 neparnih prirodnih brojeva.
TraZeni broj jednak je broju kombinacija s ponavljanjem k-tog
razreda od n elemenata, n = 10, k = 3:

6ﬁ: (n+£*1> — (132) = 220.

2 2
27. Zadana je elipsa % + % =1 sa svoja dva fokusa, od

kojih je F na pozitivnom, a F’ na negativnom dijelu x-osi.

Neka je tocka P na elipsi odabrana u prvom kvadrantu tako da

T —
je SFPF' = —. Pridruzimo sada duzinu FP do tocke Q tako F0 F/) X

da je |FQ| = 6 (kao na slici). Nadite povr§inu trokuta QF'F.
Rezullat. PAQF’F =12.

28. Funkcija f(x) = [j(a —t)e'dt, gdje je a pozitivan realan parametar, ima
maksimalnu vrijednost 32. Nadite povrSinu podrucja kojeg zatvaraju krivulja y = 3¢* i
dva pravca x =a, y = 3.

d x . .
RjeSenje. f'(x) = — [ (a—1t)e'dt = (a —x)¢* = f'(x) =0 za x = a, pa u to] tocki
dx 70

funkcija poprima svoj maksimum. Parcijalnom integracijom izracunamo:

70 = [ a-nédi=(a+1-0e —a-1
0
Sadaje f(a)=e¢"—a—1=32 = ¢"—a=33 =

P:/ (3ex73)dx:(36"73)6)’::36"736173:3-3373:96.
0

P12 . Matematicko-fizicki list, LXVI 3 (2015. — 2016.)



29. Neka je zadana sfera S...x*> +y*> + 272 = 50

i tocka P(0,5,5) na njoj. Familija kruznica k
zadovoljava sljedeée uvjete:
a) sve kruznice familije sadrZze toc¢ku P i smjeStene

su na sferi S;
b) polumjer svih kruZnica familije je 1.

N

Gledamo ortogonalne projekcije tih kruZnica na xy-ravninu. Ako je maksimalna povrSina
neke od projekcija gn?, koliko iznosi p+¢q (p i g su relativno prosti prirodni brojevi)?
p

RjeSenje. Kruznica ® i ravnina o koja ju :

sadrzi s xy ravninom zatvaraju kut veliine
T . .

0 (0 <6< E) Kako je radijus od
® jednak 1, povrSina njene ortogonalne
projekcije iznosi 7« - cos 8. Dakle, povrsina
ortogonalne projekcije je veéa §to je kut 6
manji, pa kruZnica koju traZimo ima srediSte
u yz ravnini. Neka je C centar te kruZnice, te
neka se pravac CP i y-os sijeku u tocki
Q. Kako je |OP|] = v50, |CP] =1 i

<}0€P=g — |0C| =350 _1=71.

1
sinB = —. Dalje, 6 =

V50

Ozna¢imo B = JCOP = cosf =
/4 /4
;- (3+8) =

o e (3 - (3 45) -

1 7 1

~ V2 VA0 V2 VR0

Dakle, maksimalna povrSina iznosi: Py =

T
V50’

(% ):sing-cosﬁ—i—cosg-sinﬁ
4
5

ﬁ_

4
In-Zp — pt+q=9.
D 5

30. Ako je zadana funkcija f (x) = ¢*™! — 1 i prirodan broj n definiramo funkciju:

g(x) = 100 |f (x I—Zlf

Nadite sumu svih prirodnih brojeva n za koje je funkcua g(x) derivabilna na cijelom
skupu R.

Rjesenje. Za m € N

T x> —1
x= fEh =9 —e x< —1
0, x=-1

2m

*1_1, x€eR,

o @) =

su neprekidne na R.
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Funkcija x +— [f (x*"~1)| nije derivabilna jedino u x = —1:
d o1 —(2m—1)-x*m=2. &I x<—1
—If (x )| = 2m—2 | Pl
dx 2m—1)-x e , x> —1
tj. njezina lijeva derivacija u x = 1 iznosi —(2m — 1), a desna derivacijau x = 1 iznosi
2m — 1. Ako je n =2m — 1, funkcija g je derivabilna na R ako je
. 1N /
im () = lim g'(x),
tj.
—100+ Y (2k—1) =100 =Y (2%k—1) <= m’ =100 = m = 10.
k=1 k=1
Dakle, n = 19 je jedini neparni broj za koji je funkcija g derivabilna na R, a kako je

x = [f (X)) = ¢’*1 — 1 derivabilna svugdje, to je n = 20 jedini paran broj za koji je
funkcija g derivabilna svugdje. Dakle, odgovor je 19 + 20 = 39.
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