MATEMATIKA

Hermiteov identitet i antje jednadzbe i

Julije Jakseti¢', Josip Lopati¢®, Robert Soldo®

Ovaj rad je nastavak ¢lanka objavljenog u Matemati¢ko-fizickom listu 2016./ 2017.,
3. Tamo smo iskazali sljedeci teorem

Teorem 1 (Hermite). Za svaki realan broj x i prirodan broj n vrijedi:
1 2 n—1
] +(x+ =+ |x+=|+ -+ |x+——]| = [nx],
n n n
i dali dva njegova dokaza, te niz zadataka u kojima se on koristi. Ovdje ¢emo pokazati

kako primjena Hermiteovog identiteta znatno pojednostavnjuje rjeSavanje antje jednadzbi
koje se ucestalo javljaju na raznim razinama matematickih natjecanja.
Zadatak 1. RijeSite jednadzibu

5%l =2
5 10
Rjesenje. Uvodenjem supstitucije t = 1x_0 jednadZba poprima oblik

|2¢] — [z] =2.

Primjenom Hermiteovog identiteta za n = 2 dobivamo
{ﬂr%J =2<:>2<t+%<3<:>%<t<%<:>15<x<25<:>x€[15,25).
O
Zadatak 2. RijeSite jednadzibu
11]x] + {x+ %J = 9x.
(Zupanijsko natjecanje u Hrvatskoj 2015. godine, 3. razred, A — varijanta)
RjeSenje. Po Hermiteovom identitetu: {x + %J = |2x] — |x], jednadZba glasi
10x| + [2x] = 9x.
1° Ako je 0 < {x} < %, onda je |2x| = 2[x| i jednadZba postaje 4|x] = 3x .

x| = 3{x}. Kakoje |x] €Z = {x} € {o,%} s xe {o,g}.
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1
2° Ako je 3 < {x} <1, onda je |2x] =2|x] + 1, pa imamo 3|x| + 1 = 9{x} ¢

1 1 1 1 7
ijzS{x}f%. Dakle,3~2§5—§§LxJ<3~lf§ = géLxJ<§ = |x] =
2 = {x}—§ :>x—?

Sve zajedno, rjeSenja su

O
Zadatak 3. Rijesite jednadZbu

x| + waL %J + waL %J = 2002.

(Matematicka olimpijada u Moldaviji 2002. godine, 8. razred)
RjeSenje. Razlikujemo tri slucaja:

1 1
1° Akoje 0 < {x} < E,ondaje {xqt EJ

1
{x + gJ , pa jednadZzba glasi

1 2
x| + {x—i— §J + {x—i— §J = 2002.
Po Hermiteovom identitetu |3x| = 2002 = 2002

1
<3x <2003 = 667= <

x <
6675. Zbog gornjeg uvjeta, rjeSenje je

6673 <x< 667—

2° Akoj Je = < {x} < , onda je {x—i— EJ

1
{x + §J + 1 i jednadzba je
1 2
x| + {x—i— §J + {x—i— gJ =2001 < |3x] =2001 <= 667 <x< 667—

Zbog pocetnog uvjeta vidimo da ovaj slucaj ne daje rjesenja

2 1 1
3° Akoj je 3 < {x} <1 tada je {x—i— 2J x] +1= {x—i— gJ , pa analogno kao u

1 2
prvom slucaju dobivamo: 667 < x < 6675

Dakle, rjeSenje zadane jednadZzbe je

11
x€ [6675,667§>.

O
Zadatak 4. Rijesite jednadZbu

5 -2

(Matematicka olimpijada u Rumunjskoj 2006. godine, 8. razred)

Ali, zbog uvjeta i ovo rjeSenje otpada
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Rjesenje. Zadanu jednadZzbu napiSemo u obliku

x 1 x 1 x 1
R R FR R R .

Na sva tri pribrojnika lijeve strane primijenimo Hermiteov identitet za n = 2 i
skratimo:

- 5] =2 @)

Iz (1) se vidi da za x < 0 nema rjeSenja.

x 1 x 1 x 1
Ako j 2 j ~ ~ 2 " ~ 2 o A~ | j
o je x > 0 onda je {2 + 2J L‘ + 2J {8 + 2J stoga je

x+1+x+1+x+1 >3 x+1
2 2 4 2 8 217718 2|

pa iz (1) slijedi

Sada iz (2) imamo |[x| =2 < x€ [2,3).0

Zadatak 5. Rijesite jednadZbu

2x — 1 2x+5 x+1 3x+1
S e A e
(Matematicka olimpijada u Rumunjskoj 2014. godine, 9. razred)

2x+5  2x-—1

RjeSenje. Zbog

1 . N
+ —, prema Hermiteovu identitetu za n = 2

o 2x—1 2x+5 2x—1 x+1 2x—1 .
: = . Anal = =, ¢
vrijedi { B J + { B J { 6 J nalogno 3 3 + =, ¢ime se

2
jednadzba, zbog tog identiteta, reducira na
2x — 1 3x+1
-t
Iz (3) dobivamo
2x —1 3x+1  2x—1
—~1 <
3 <72 3
11
< — ? <x< -1
2x —1

O
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Zadatak 6. RijeSite jednadzibu

2x—1 + 4x + 1 75x—4
3 6 37

(Zupanijsko natjecanje 2012., 4. razred A — kategorija)

4x+1 2x—1 1
x;L = x3 + 7 danu jednadZbu moZemo pisati u obliku

2x — 1 n 2x—1+1 _5x—4
3 3 21 3 7

odakle, koriste¢i Hermiteov identitet za n = 2, imamo

RjesSenje. Kako je

4x—2 5x —4
= . 4
-5 @
1z (4) slijedi
4x —2 Sx—4  4x-—2
—-1< <
3 3 3
— —1<x<2
— -2 4x;2<2

4y -2
= { x3 J €{-2,-1,0,1,2}.

4y -2 4
Dakle, L x3 J A 0 11,01,2) 4
,2}.

3
X e {
Zadatak 7. RijeSite jednadZbu
3%+ 1 202 +1 3x* 42
- + =0.
3 2 3
RjeSenje. Jednadzbu zapiSemo u obliku
1 2 1
2, 2 2, 40 |2 L
{x+3J+{x+3J {erzJ.

Ako i lijevoj i desnoj strani dodamo pribrojnik |[x*| moZemo primjeniti Hermiteov
identitet za n = 3 odnosno n = 2:

)

N
| &~
(S NN

1
757

|3x%] = [247]. )
Iz (5) slijedi 2> = {3x2} — {222} < 1 = 2% <2 = [2:%] € {0,1}.

1° 3] = [22) =0 — 0<2<1/3 — xe <—%%>

2° [3%°] = [2#%) :1:$%<x2<§:>x€ <\/g\%] u [é\/§>
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Dakle, sva rjeSenja od (5), a onda i pocetne jednadZbe su
. \F Ll < 11 > AR \/5
X - a0 = T T =y T A = 2y *
37 V2 V3' V3 V2' V3

Zadatak 8. Rijesite jednadZbu

L 1xJ * LET%J ’ U(l_zi)J B 1f3LxJ'

(Gazeta matematica 2014/No 9, Subliment)

Rjesenje. NapiSimo jednadZbu u obliku

leJJFLl +;J+{11x+§J:ﬁ'

Po Hermiteovom identitetu lijeva je strana za n = 3

{13)4 - 1—3ij' ©)

Iz (6) zakljuujemo 1 — |x| € {—3,—1,1,3}. Imamo &etiri slucaja.
1°1 - |x] = -3, ~1 4,5) .
) L =1 = weps)
2°1— [x] = 3 — xc |22
—x 2/

31— |x] =1, L_st :>x€[0,}1>.
4°1— |x| =3, { J1:>x€[2,1).

Sva rjeSenja jednadZbe su

X € [-2,—1) U [O’};> U [2§> Ul4,s) .
O

Na kraju donosimo nekoliko zadataka za vjeZbu na ovu temu, a svi su se redom
pojavljivali na raznim matematickim natjecanjima.

Zadatci za vjezbu

Rijesite jednadzbe:

4x + 1 2x — 1
1. =
iR Gl O
17 14 11 8 }

Rezultat: -V ——=,——=,—1
ezulta xe{ 5 T35 50y
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N

2 +1 6x +8 6x+ 13
=1
Sl

47 26
Rezultat: —, =
ezulta x6{6 3>

7'10g2016xJ n {1+7'10g2016xJ " {2+7'10g2016x

2
3 3 3 J =5 -logyex” =3

Rezultat: x € {2016%,2016%,2016%,2016}

7 35 35 35 35 J:x+2

2x+1J + {10x+12J + \‘10x+19J + \‘10x+26J + {10x+33

Rezultat: x € {3,4,5}

5 S5x—2 " 15x —2 n I5x+2| 5x—3
’ 4 12 12 2
13
Rezultat: x € {g, g}
|x] k—1
6 3 |20E2 | 4006
k=1 2

Rezultat: x € [11,+00)
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