O prekrivanju i Hipokratovim mjesecima i

Julije Jakseti¢', Josip Lopatit®, Robert Soldo>

Slava geometrije je da sa svega nekoliko svojstava,
izvedenih niotkud, daje toliko puno.

Sir Isaac Newton

U ovom radu prikazana je jedna tehnika iz elementarne geometrije, koja se Cesto
primjenjuje pri rjeSavanju problema na matematickim natjecanjima. Na engleskom jeziku
tehnika je nazvana Carpets theorem i medu natjecateljima je narocito popularizirana
knjigom [1].

Motivirani gornjim Newtonovim citatom, kre¢emo od jednog ocitog teorema, kojeg
¢emo viSetruko primjenjivati.

Teorem 1. Ako se dva ravninska lika jednake povrsine preklapaju, onda preostali
komadi likova, van preklapajuceg dijela, imaju jednake povrsine.
Dokaz. Ako je P(A) = P(B) tada je

P(A\ B) = P(A) — P(ANB) = P(B) — P(ANB) = P(B \ A). O

Ilustrirajmo: Na pravokutnicima na slici 1 i slici 2 uo¢imo desni mali pravokutnik
(traku).

Slika 1. Slika 2.
Tada je povrSina preklapaju¢eg dijela trake i pravokutnika jednaka povrSini
nepokrivenog dijela pravokutnika (neosjencani dio, slika 2).

Uoc¢imo da ovdje nismo ograniceni oblikom lika koji se prekriva niti oblikom “trake”
kojom prekrivamo lik. D C

Zadatak 1.

PokaZite da dva osjencana trokuta unutar kvadrata na
slici 3 imaju jednake povrsine.

RjeSenje. P(ANACM) = P(AABM), pa po teoremu 1
tvrdnja slijedi. [

Slika 3.
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Zadatak 2. B

Neka je F tocka presjeka visine CD i simetrale AE
nutarnjeg kuta trokuta CAB (JACB = 90°), te G tocka
presjeka duina ED i BF. DokaZite da su povrSine D
cetverokuta CFGE i trokuta BDG jednake. E

RjeSenje. Dokazimo da je P(ACDE) = P(ABFD). '

Iz svojstva dijeljenja stranice a simetralom AE slijedi

ab c A

|EC| = brec Zbog sli¢nosti pravokutnih trokuta DBH Slika 4.

b
i ABC slijedi [HD| = —|BD|. Prema tome,
C

EC|-|HD b?
p(rcoE) = ECLIADE _ab” by
2 2¢(b+c)
AF je simetrala kuta A trokuta ADC, pa je
|DA| ab
FD| = ——|CD|, ABCD~ AABC — |CD| = —.
| = AL jcp) cn) =&

b2
Takoder AACD ~ AABC —> |DA| = —. Sada je
C

B 2 ~ 2c(b4c) "

Zbog P(ACDE) = P(ABFD) i teorema 1 slijedi tvrdnja. O

Zadatak 3. A

Tockom M u unutrasnjosti trokuta ABC povucene
su duZine paralalelne sa stranicama. Ostale duZine su

povucene kao na slici. DokaZite da je suma povrsina
tamnijih trokuta jednaka povrsini svjetlijeg trokuta. &
C

Rjesenje.
Neka je H' osnosimetri¢na .
slika od H s obzirom na AC. Slika 6.
Tada je P(AAHF) = P(AAFH').
Nadalje, uofimo da je P(ABFA) = P(ABMA) i
P(AAEC) = P(AAMC) pa je P(BFH'A U FHEC) =
P(AABC) — P(ABCM). S druge strane, takoder je,
P(AGCA) = P(AABC) — P(ABCM).

Dakle, likovi BFH'A U FHEC i AGCA imaju jednake
povrSine i preklapaju se na AGCA \ AIJH. Po teoremu 1

Slika 7.
sada slijedi jednakost sume povr§ina tamnijih trokuta i povrSine svjetlijeg trokuta. [J
D G G G C

Zadatak 4.

Zadan je paralelogram ABCD. Na stranici AB
su izabrane prozvoljne tocke Dy, D,, a na stranici
CD proizvoljne tocke Gy, G,, G3. DokaZite da
je suma tamnijih dijelova jednaka sumi svjetlijih
dijelova.
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Rjesenje. Suma povrsina trokuta AD|G;, D\D,G,, D;BGs3 je jednaka polovini
povrsine paralelograma. Kako je povrSina trokuta ABD takoder pola povrSine
paralelograma, tvrdnja slijedi primjenom teorema 1. [J

Zadatak 5. ’ 0 ¢
Tocke P i Q nalaze se na stranicama AB i CD
konveksnog Cetverokuta ABCD tako da je M = @
|AB|  |CD|
Ostale duZine su povucene kao na slici. DokaZite da
je suma povrSina svjetlijih dijelova jednaka povrsini
tamnijeg dijela.
Rjesenje 4 r B
Ozna¢imo A = M = @ S
~ |AB] |cD|”
Tada je ¢ = Ad + (1 — A)c. Racunamo,
AP|d  A|AB|d
p(rapp) = APId _ AABId
2 2
PB 1—-A1)|AB
piappc) — PBle _ (1= 2)IABle
2 2
; AB
Slika 10. P(AABQ) = | 2|q
= P(AABQ) = P(AAPD) + P(APBC). O
Zadatak 6. D
__Tocke E, F, G, H su polovista stranica AB, BC, y H
CD, DA, redom, konveksnog Cetverokuta ABCD. Ostale
duZine su povucene kao na slici. DokaZite da je suma
povrsina svjetlijih dijelova jednaka povrsini tamnijeg G
dijela. E
Rjesenje.
P(ANAED) = P(AEBD), P(ABCG) = P(ADBG) 2 7 ¢
P(ABCD ;
— P(AAED U ABCG) = P(EBGD) = % Slika 11.
P(ABCD
Sli¢no, P(FCHA) = g Sada tvrdnja slijedi primjenom teorema 1 na slike 12 i
13.
D D
A " A Hi;
G G
E E
B F C B F C
Slika 12. Slika 13.

O
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Zadatak 7.

Dokazite da su dvije osjencane povrsine, unutar kvadrata,
Jjednake. Koliko iznose te povrSine?

Rjesenje.

Polukrug nad dijametrom OP i osmina kruga,

a\? :
bt Slika 14.
) L

a \ OPN, imaju jednake povrSine 22 =5 Po teoremu 1
izvan preklapajuéeg dijela oni imaju jednake povrSine, osjencane
4 ! na slici. Odavde slijedi tvrdnja zadatka zbog simetrije s obzirom

o0 a P na dijagonalu kvadrata. [J
Slika 15.

Zadatak 8.

DokaZite da su povrSine svjetlijih latica i tamnije povrSine van
kvadrata, a unutar kruga, jednake. Kolika je povrsina latica?

Rjesenje.
Neka je a stranica kvadrata sa slike 16. Slika 16.
Q 0 Cetiri polukruga prekrivaju cijeli kvadrat i njihova ukupna suma

an2
)7 _an
povrsina je 4- = ——. Ta povrsina je, ujedno i povrSina

2 2
kruga opisanog oko kvadrata i osjencanog lika sa slike 17 ije

su latice dobivene centalnom simetrijom latica sa slike 16 s
obzirom na vrhove kvadrata. Sada jednakost povrsina slijedi iz
Slika 17. teorema 1.

2
PovrSina latica sada trivijalno slijedi, <§a> T—a=d (% — 1) . g

* k x

Do sada smo napravili primjere jednakih povrS§ina za ravninske likove koji su
istog ili slicnog tipa (trokut-trokut, trokut-cetverokut, kruzni odsjecak-kruzni odsjecak).
Hipokrat s Hiosa (470.-410. p. n. e.), grcki filozof i matematicar, prvi je pokazao
sljedecu zanimljivu Cinjenicu: osjencane povrsine sa slike 18 su jednake, tj. povrSina
lunete (mjeseca) je jednaka povrSini trokuta. Taj i sli¢ni rezultati, opisani u nastavku
¢lanka u pocetku su navodili matematiare na misao da bi se na sli¢an nac¢in mogla
napraviti kvadratura kruga.

Slika 18.
Hipokratov rezultat je jednostavna posljedica teorema 1: Cetvrt kruga radijusa r i

2
polovina kruga radijusa rT imaju jednake povrSine, a preklapaju se na kruZznom

odsjecku.
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Zadatak 9.

Pravokutnom trokutu opisana je polukruZnica. Ako
se nad njegovim katetama kao promjerima opisu
polukruzZnice prema van, dobivamo dva polumjeseca.
DokaZite da je zbroj povrSina tih polumjeseca jednak
povrsini trokuta.

D

Rjesenje. Dva polukruga nad katetama imaju povrSinu

l(g)zn_‘_l é 2”_a2+b27r_6'2_ﬂ'
2\2 2\2 T8 T8

§to je povrSina polukruga nad hipotenuzom c. Preklapajuci dio su kruzni, neobojani,
odsjecci. Sada tvrdnja slijedi primjenom teorema 1. [J

Zadatak 10.
Pokazite da je S+ 3L =T, gdje je S povrsina poluk-
ruga nad gornjom osnovicom trapeza kao dijametrom.

Slika 19.

RjesSenje.
Uocimo Cetiri manja siva Slika 20.
. L an

polukruga cija je suma povrSina jednaka - Sto

a je jednako povrsini velikog polukruga radijusa a. Tri
manja polukruga se preklapaju s velikim polukrugom na
kruZnim odsjeccima, pa tvrdnja zadatka slijedi primjenom
teorema 1. [J

Slika 21.

Zadatak 11.

DokaZite da je suma povrSina dva manja polukruga
Jednaka polovici povrsine velikog kruga.

&

RjesSenje.
Slika 22.
B JABK = JLAB = 45°

I pa je JAOK = JLOB = 90° (obodni i sredisnji kut) iz

¢ega zakljuCujemo da su trokuti BMO i ONL sukladni.
\ Dakle, [MO| = |LN| = R, (radijus manjeg polukruga) i
’ |BM| = |ON| = R;, (radijus veceg polukruga), pa je po

Pitagorinom poucku

K
R} + R3 = RZ,
A gdje je Rc¢ radijus velikog polukruga, iz Cega slijedi
Slika 23. tvrdnja zadatka. [J

Zadatak 12.

DokaZite da je suma tamnijih povrSina na slici 24
Jjednaka sumi svjetlije sivih povrsina.

RjeSenje. Suma povrsina dva manja kruga je jednaka
povrsini veéeg kruga (prethodni zadatak) pa tvrdnja
slijedi po teoremu 1. [J

®

Slika 24.
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Zadatak 13.

DokaZite da je suma tamnijih povr§ina na slici 25
Jjednaka sumi povrsina svjetlije sivih dijelova.

Rjesenje. PovrSina velikog polukruga minus povrSine
upisana dva manja polukruga je jednaka povrSini kruga
kojem je radijus geometrijska sredina radijusa upisanih
polukrugova. Odavde slijedi tvrdnja. [

Slika 25.

Na koncu dajemo dva zadatka za samostalno rjeSavanje.

Zadatak 14.
DokaZite:
Py + Py + P; — S =2P(AABC).

Zadatak 15.
Sto je vece, Cetvrt kruga ili siva povrSina?

Slika 27.
Slika 28.
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