Aritmeticko-geometrijska sredina i njena primjena

na racunanje broja =
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Uvod

U ovom c¢lanku opisat ¢emo aritmeticko-geometrijsku sredinu i neka njena svojstva.
Ona nalazi primjenu u izracunu raznih konstanti i vrijednosti funkcija, a mi ¢emo se
posebno usredotociti na poznatu matematicku konstantu .

Aritmeticko-geometrijsku sredinu dobivamo koriStenjem iterativnog postupka defini-
ranog na sljedeci nacin. Prvo postavljamo dvije pocetne vrijednosti s i ¢:
ap =S,
8o =1,
a zatim u svakom sljedeCem koraku izra¢unamo aritmeti¢ku i geometrijsku sredinu
prethodna dva izraCunata broja. To se zapisuje rekurzivnim formulama oblika:

1
ap+1 = E (an + gn) 5

8n+1 = \/An&n, n Z 0.

Oba navedena niza konvergiraju ka istoj vrijednosti koju nazivamo aritmeti¢ko-
geometrijska sredina brojeva s i ¢, a oznacavat ¢emo je s AG(s, ). Da je to doista tako,
moZe se lako dokazati. Naime, vrijedi sljedeca usporedba:

min(s,7) < G(s,1) < AG(s,t) < A(s,t) < max(s,?).
Iz nejednakosti aritmeti¢ke i geometrijske sredine a, > g,, n > 1 imamo

&ntl = \/8n - an > \/&n " &n = &n;
odnosno niz definiran geometrijskom sredinom je rastu¢i. S obzirom da je taj niz i
ograni¢en (maksimalnom vrijedno$¢éu od dva pocetna parametra niz je konvergentan,
odnosno postoji realan broj L takav da

lim g, = L.

n—oo

Ako pocetnu jednadzbu zapiSemo na nacin

_ g5+1
n — b
8n
dobivamo
g2 LZ
lim a, = lim 2% = = — .
n—o00 n—oo g, L
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Dakle, oba niza konvergiraju ka istoj vrijednosti. Takoder primijetimo da je niz
definiran aritmetickom sredinom padajuci:

antgn _ anta,
Ap+1 = ) < ) = dy.

PonaSanje nizova se moze dodatno proucavati no pogledajmo prvo jedan primjer. U
tablici 1 moZemo vidjeti prvih par iteracija raCunanja aritmeti¢ko-geometrijske sredine
brojeva 3 i1 14.

a, b,

3 14
8.50000000000000000 | 6.48074069840786023
7.49037034920393011 | 7.42201427757093525
7.45619231338743268 | 7.45611397955299241
7.45615314647021255 | 7.45615314636734131
7.45615314641877693 | 7.45615314641877693

wn kA WD =OoOS

Tablica 1. Aritmeticko-geometrijska sredina brojeva 3 i 14.

Ve¢ iz ovog primjera moZemo naslutiti brzinu konvergencije ovako definiranog
postupka: u drugoj iteraciji imamo podudaranje u jednoj decimali, a u ¢etvrtoj ve¢ na 9
decimala, tj. otprilike je u svakom koraku dvostruko viSe to¢nih decimala. Citatelj lako
moZe isprobati ovaj proces i za neke druge dvije proizvoljno odabrane vrijednosti (uz
pomo¢ kalkulatora ili programa na racunalu) i sam se uvjeriti da a, i b, zaista brzo
teZe prema istoj vrijednosti.

Brzina konvergencije aritmeticko-geometrijske sredine

Brzina konvergencije aritmeticko-geometrijske sredine je razlog zbog cega se
primjenjuje u raznim numerickim algoritmima. Ve¢ je i Gauss koristio to svojstvo
za brzi izraCun vrijednosti trigonometrijskih funkcija.

Za procjenu brzine konvergencije definirat ¢emo novi niz

An+1
8n+1

Xn+1 =
1z definicije nizova a, i g, imamo:

_an+gn_1 Ap gn _1 1
Intl = 2.\/ang, T2 (\/ &n + \/ an) 2 Vi + VXn '

Kako a, i1 g, teZe istoj vrijednosti, znamo da ¢e se x, pribliZzavati jedinici, no zanima
nas koliko brzo ¢e se to odvijati. Postoji viSe nacina odredivanja te brzine, a mi ¢emo
pokazati jedan od jednostavnijih.
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S obzirom da je a, > g,, uvijek ée vrijediti x, > 1. Stoga vrijede nejednakosti

1 . . .
T <1ix, <x,, iz ¢ega dobivamo:
Xn

1 1 1 1
anl§<\/x_n+ﬁ2>§§(xn+12)§§(xnl),
odnosno |
0<x,—1< E(xn —1).

To moZemo protumaciti na nacin da je u svakoj sljedecoj iteraciji greska barem upola
manja. Ako to usporedujemo s pocetnom iteracijom, imamo

1 1 1
0< X1 —1< E(anl) < Z(xnfl -1)<... < E(XO* 1),
1
tj. moZemo zakljuciti da je pribliZzna brzina konvergencije T No kao §to smo vidjeli
u tablici 1, greSka se u svakom koraku puno viSe smanjuje, odnosno brzina je zapravo
1

puno veca. SloZenijim izraCunom se moZe pokazati da je brzina ustvari P

Primjena aritmeti¢ko-geometrijske sredine

Postoje mnogi algoritmi koji koriste aritmeticko-geometrijsku sredinu za izracun
vrijednosti elementarnih funkcija. Primjerice, Gauss ju je koristio kako bi u malom broju
koraka doSao do velike preciznosti vrijednosti logaritamske i trigonometrijskih funkcija.
Uz to, aritmeticko-geometrijska sredina se moZe koristiti i za izracun konstanti, a u tu
svrhu ukljucuju se dodatni koraci koji ¢e jo§ ubrzati ili stabilizirati algoritam. Sada
¢emo opisati jedan nacina za izraCun broja .

U literaturi algoritmi za izracun decimala broja 7 u visokoj preciznosti ¢esto nose
imena matemati¢ara Eugenea Salamina i Richarda Brenta. Oni su neovisno jedan o
drugome dosli do sli¢nih izraza, no kako su na tom podrucju veé radili i Gauss i
Legendre, imena samih algoritama sadrZe kombinacije njihovih imena.

Kao osnovni algoritam za izracun konstante 7 Cesto se navodi Gauss-Salaminova
formula koja sadrzi aritmeti¢ko-geometrijsku sredinu brojeva 11 1/ V2 i glasi

1 2
4(AG (1, —
o (15))

1_2;‘):022”1?1' ’

1
pri ¢emu je ¢ = E(aj_] —gj—1), gdje a; i g; predstavljaju aritmeticku, odnosno

(1)

geometrijsku sredinu iz iterativnog postupka. S obzirom da je opcenita praksa u
numeric¢kim postupcima izbjegavati oduzimanje, koristi se sljede¢a modifikacija

2
_ G-

¢ = .
7 .
4a;
Ovu formulu moZete sami lako koristiti i provjeriti, a mi ¢emo se ovdje zadrZati na
jednom drugom algoritmu.
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Algoritam koji je pogodniji za koriStenje i na kojem ¢emo provjeriti preciznost zove
se Gauss-Legendreov i sastoji se od sljedeca tri koraka unutar kojih se takoder racuna
aritmeti¢ko-geometrijska sredina brojeva 1 i 1/ V2:

1. Postavljamo pocetne vrijednosti

1
a():l, bozﬁ, l‘oZZ, p():l.

2. Racunamo korak iteracije

a, + b,
api1 = > y b1 = Vagby,

tai1 =ty — pulan — an+1)27
Pn+1 = 2pn.
3. Aproksimacija
-y (Ang1 + bn+l)2-
441
Broj to¢nih decimala broja 7w dobivenih ovim algoritmom je dan u sljedecoj tablici.

n 11234 |5]|6 7 8 9 10
broj to¢nih decimala || 1 | 3 | 8 | 19 | 40 | 84 | 171 | 345 | 694 | 1392

Primijetite da smo u samo 10 koraka ve¢ dobili preko 1000 toc¢nih decimala!
ObrazloZenje i dokazi ovih algoritama zahtijevaju naprednije alate matematicke analize,
no zainteresiranog Citatelja upucujemo na odli¢nu knjigu [1] u kojoj je ova tematika
detaljno obradena.
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