O simedijanama trokuta i

Sefket Arslanagic'

U toku nastave matematike u osnovnoj i srednjoj Skoli rano smo se upoznali s
definicijama visine, teZi$nice (medijane) i simetrale unutarnjeg kuta trokuta. Sada ¢emo
se upoznati s joS jednim pojmom vezanim za trokut koji se zove simedijana trokuta.
To je pravac koji je simetrian teZi$nici trokuta u odnosu na simetralu unutarnjeg kuta

povucenog iz istog vrha. Pod simedijanom trokuta se najces¢e podrazumijeva

odsjecak

tog pravca od vrha iz kojeg je ona povucena do presjecne tocke s nasuprotnom stranicom.

Na slici 1 imamo:

|AO| = m, - teZiSnica trokuta ABC iz
vrha A,

|AD| = s, — simetrala unutarnjeg kuta
JABC = o trokuta ABC,

|AM| = 5, — simedijana trokuta ABC
iz vrha A.

Dakle, imamo ovu jednakost

<i(mavsa) = <i(sohsa) =0
te %ZBAO = %(CAM = € 1 vrijedi

2e +2¢ = o.. Sada ¢emo dokazati jedan
vaZan teorem u vezi sa simedijanom Slika 1.
trokuta.

Teorem 1. Presjecna tocka M simedijane s, s nasuprotnom stranicom BC danog

trokuta ABC dijeli tu stranicu u omjeru kvadrata prileZecih stranica, tj.

|BM|  |AB|’
cM|  |ac)
Dokaz. Trokuti ABM i AOC imaju istu visinu iz vtha A pa imamo
Prapm _ |BM|
Paaroc  |OC|

te zbog SBAM = <CAO = €+ 2¢

1 .
Paasu 3 ABl-|AM]sin (€ +2¢) _ |4B] - jam|
|AO| - |AC|

1
Pasoc J140] - [AC] sin (e + 29)
1z (2) i (3) dobivamo
|BM| _ |AB| - |AM|
loC| — |AO| - |AC|
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Trokuti BAO i MAC imaju jednaku visinu iz vtha A pa imamo

Papio _ |BO| )
Pamac  |CM|
te zbog 4BAO = 4CAM = ¢
1 .
Pamo _ 5|AB| - |AO|sine _ 1a8|- |ao| ©
Pame  Liyer amisine  AC 1AM
2
Sada iz (5) i (6) dobivamo
BO AB| - |AO
BOL _ |AB|- 40 -

|ICM| — |AC| - |AM|
Nakon mnoZenja (4) i (7), dobivamo:
|BM| |BO| |AB| - |AM| |AB|-|AO|
l0C| " |cM| ~ |AO[- |AC] " |AC]| - |AM]’
|BM|  |ABJ?
|cM| ~ JACP’
Sada ¢emo dokazati jo§ jedan teorem.

a odavde zbog |BO| = |OC| imamo §to je i trebalo dokazati.

Teorem 2. Tocka S leZi na simedijani iz vrha A trokuta ABC onda i samo onda ako
su joj udaljenosti |SP| i |SQ| do stranica AB i AC (P € AB, Q € AC) proporcionalne
, , . . |SP| _ |AB|
duljinama tih stranicama, tj. —— = ——

sl 1AC” 4

Dokaz. Neka su tocke U i V podnoZja
normala iz tocke M na stranice AB i AC
trokuta ABC (slika 2). Promatramo li
povrsine trokuta ABM i ACM dobivamo,
primjenom teorema 1,

Paagm _ |AB| - [MU|
Paacu  |AC| - |MV|

2
_ |BM| _ |AB 5 a M
icM| jac) Slika 2.
odakle slijedi
MU AB
MU| _ |AB| ®
MV |AC|
Promatrajmo sli¢ne trokute ASP, AMU i ASQ, AMV . Vrijedi
MU SP
MUl _ ISP ©
MV| (SO
|SP| B |AB|

Sada iz (8) i (9) imamo — = ——.
ISQ|  |AC]|

Na temelju ovih razmatranja definirat ¢emo simedijanu na jo§ jedan nacin.
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Definicija 1. Geometrijsko mjesto to¢aka unutar trokuta ABC za koje su udaljenosti

do stranica AB i AC proporcionalne duljinama tih stranica, zovemo simedijanom iz
vrha A.

Naravno, analogno definiramo i simedijane iz vrhova B i C.
Sada demo izraCunati duljinu simedijane |AM| = s, trokuta ABC. Koristit éemo
poznati Stewartov teorem? koji glasi (vidi sliku 2)

a(s’> +m-n) = b*m + c’n, (10)
gdje je m = |BM| i n = |CM]|.
BM 2 2 2
Iz teorema 1 imamo ||CM|| = % j % = %, a odavde m = %n, te zbog m+n =a
ab? ac?

. c .
imamo ﬁ” +n = a, odakle dobivamo n = b2—+62, m= bz—+62

Iz (10) redom dobivamo:

2 a*b*c? _ ab*c? n ab*c?
N R e e Rl Ry S
,  2ab* a’b*c? / 5 203 (P + ) — aPbP?
< as, = — ta = 5, =
“©p4+cE (bP+c)? “ (b2 +c2)?
b*c? bc
2 2, 2 2
- n _ — 2 At 2
— Sa (b2+62)2[(b +¢)—a’] < sq B2 + 2 (0 + ) — a?,

te analogno
5= SR T A B, s _fb V@ 1) —
Dokazat ¢emo jo§ da se sve tri simedijane trokuta sijeku u jednoj tocki.
Dokaz. Neka su AM, BN, CP simedijane trougla ABC. Iz teorema 1 slijedi:
|BM|  c? ICN|  a® lAP|  b?
[cM] —p>"  JAN| ' [BP| @
Nakon mnoZenja ovih jednakosti, dobivamo:
IBM| |CN| |AP| _ & @ B _ |
|CM| |AN| |BP| b*> ¢ a?

a odakle slijedi, koriste¢i Cevin teorem?, da se simedijane AM, BN, CP sijeku u jednoj
tocki. Ceva je dokazao ovaj teorem 1678. godine.

)
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