Jedna algebarska nejednakost i nl'ena primjena i
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Belma Alihodzié"', Sefket Arslanagic¢?

U ovom ¢lanku ¢emo promatrati sljedecu algebarsku nejednakost:

1 1

-4+ -> , x,y>0. (D

Xy o x+y

Najprije ¢emo dati njena dva dokaza.
Dokaz 1. Imamo

1 1 4
-—+-2
X oy x+y
x+y 4

>
Xy x+y

—
= (x+y)? >4y
—= -2y +y*>0
= (x—y)’>0,
$to je tocno pa je tocna i dana nejednakost (1). Vrijedi jednakost u (1) ako i samo ako
jex=y.

Dokaz 2. Koristit ¢emo nejednkakost izmedu aritmeticke i harmonijske sredine za
dva pozitivna broja x i y:

x;yz : 2 -,
_+_
X oy
a odavde
1 1
C+y) | -+=) =4
X oy
odnosno
1 4
-+ == .
X oy xX+y

Nejednakost (1) ima veliku primjenu kod dokazivanja raznih algebarskih i
geometrijskih nejednakosti.

Dat ¢emo sada vise takvih primjera.
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Primjer 1. Dokazati nejednakost:
1 1 4 16 64

LT T L S S ) 2
a+b+c+d_a+b+c+d’ @b 6 a> 2

Dokaz. 1z nejednakosti (1) slijede nejednakosti:

1 1> 4 3)
a b~ a+bd’
4 4 1 1 16
- >4 - > — 4
a+b+c_ (a+b+c)_a+b+c’ @
16 16 1 1 64
—_t—=16— 4= | > —. 5
a+b+c+d (a+b+c+d)_a+b+c+d )
Zbrajanjem nejednakosti (3), (4) i (5), dobivamo:
1 1 4 4 16 16 4 16 64
-+t —+ -+ — >

a b a+b c a+b+c+;_a+b+a+b+c+a+b+c+d’
a odavde:
1 1 4 16 64

=
b ¢ d " a+b+c+d

Znak jednakosti u danoj nejednakosti (2) vrijedi ako znak jednakosti vrijedi i u (3),
4)i(5),t. akojea=b,c=a+bid=a+b+c,tfj. b=a, c=2a,d=4a.

Primjer 2. Dokazati nejednakost:

1 1)\?
(x2+y2)(;+;> >8, x,y>0. (6)

Rjesenje. 1z nejednakosti (1) imamo:

2 2
Ge3) = ()
X y X+y

Dokazat ¢emo da vrijedi nejednakost:

4 \? 8
() e rts
2 1
CESTEa
= 22 +y") > (x+y)
= (x—y)?’ >0,

Sto je tocno.
Sada iz (7) i (8) slijedi (6).

Jednakost u (6) vrijedi ako i samo ako je x = y.
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Primjer 3. Dokazati nejednakost:
1 1 8

—t—=>—— x,y>0. 9
VXY T x+y+2 Y ©)
Rjesenje. 1z nejednakosti (1) imamo:
1 1 4
(10)

VY- Ry

Dokazat ¢emo nejednakost:

4 8
> / 4
VX+y T x+y+2
1 2
— > 11
VX+ Y T xty+2 ()
= x+y+222(x+p) /2
= (x+y) +H4x+y) +4>4x+y+2Vx)
= (x+y)+4>8/x.
Zbog (x+y)? > 4xy (< (x—y)? >0), imamo
(x+y)*+4 > 4xy + 4.
Dokazat ¢emo da vrijedi nejednakost:
dxy+4>8/xy / 4
= xy—2/xy+1>0
= (Vay—1)?%>0,
§to je to¢no.
Sada iz (10) i (11) slijedi (9).
Jednakost u (9) vrijedi ako i samo ako je x =y = 1.
Primjer 4. Dokazati nejednakost:
1 1 (x+y)?
>1, x,y>0. 12
2x+y+2y+x 12 - Y (12)
Rjesenje. 1z (1) dobivamo
1 1 4
+ > . (13)
2x4+y  2y+x " 3x+y)
Iz (13) imamo
2 2
1 N 1 (x+y) > 4 +(x+y) .
2x+y 2y+x 12 3(x+y) 12
Dokazat ¢emo da vrijedi nejednakost
4 (x+y)?
>1 14
3(x+y) T 7 (14
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ili supstitucijom x +y =1¢:
4 +ft2 >1
3r 127

£ —12t+16>0

£ —4r—8t+16>0
HP—4)—8(t—2)>0
(t—2)(F+2t—8)>8
(1—=2)(t+4) >0,

HIIM

Sto je tocno.
Sada iz (13) i (14) dobivamo (12).

Jednakost u (12) vrijedi ako i samo ako je t =2,t. x+y =21 x =Yy, a odavde
slijedi x =y =1.

Primjer 5. Neka je o = 120° u trokutu ABC. Dokazati nejednakost
1 R

15
smB siny = (15)
RjeSenje. Slijedi iz nejednakosti (1):
1 1 4 4
— > = —— = B+ B
sinf  siny ~ sinff +siny 7 sin Y cos Y
2 2
B 2 _ 2
sin (90° — %) cos — 14 sin 30° cos —— Y
= 4 > 47
cos By
2
(jer je 0<cosﬁgy <1).
Jednakost u (15) vrijedi ako i samo ako je § =7y = 30°.
Primjer 6. Dokazati da za trokut ABC vrijedi nejednakost
LR SIS S (16)
b+c—a c¢c+a—-b a+b—c a b c
RjeSenje. Bez smanjenja opcenitosti uzet ¢emo a > b > c. 1z (1) imamo:
1 1 4 2
+ > —=-,
b+c—a c+a—-b~ 2c ¢
a odavde:
1 1 1 2 1
-~ (17)

> —_—
b+c—a+c+a—b+a—|—b—c_ c+a+b—c
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Dokazat ¢emo nejednakost:

2+ 1 >1+1+1
c a+b—c " a b c

2(a+b—c)+c _ ab+bc+ac

cla+b—c) abc
ab(2a+2b—c¢) > (a+ b —c)(ab+ bc + ac)

a*b + ab? > 2abc + a*c — ac® + b*c — bc?
ab(a+b) > cla+b)* —c*(a+b)/ : (a+Db)
ab > cla+b)—c?

ab—ac—bc+c* >0
ab—c)—c(b—c)>0

(a=c)(b—c) >0,

[ A A A A

a ova nejednakost vrijedi zbog uvjeta a > b > c.

Iz (17) 1 (18) slijedi (16).

Jednakost u (16) vrijedi ako i samo ako je a = b = ¢ (jednakostrani¢ni trokut).

Primjer 7. Dokazati da za trokut ABC vrijedi nejednakost

1 1 8
—t+ > ,
sinac sinf3 — 34+ 2cosy

gdje su o, B i y unutarnji kutovi trokuta ABC.

Rjesenje. 1z nejednakosti (1) imamo

1 n 1 4
sinoe  sinf8 T sina +sin 8’

Dokazat ¢emo nejednakost:

> / -abcla+b—c)

4
sinot +sin — . o+p
SIHT
smoc—i—smﬁgsina—i—ﬁ
2 2
o a— o
<= sin ;Bcos Zﬁ—sin ;B
. o+p o —
— —-1)<0
sin — (cos 7 )_,
§to je to¢no zbog cos 7B71§0.

2
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(18)

2a*b + 2ab* — abc > a*b + abe + a*c + ab* + b*c + abc — abc — bc* — ac®

(19)

(20)

2]



Iz (20) i (21) slijedi:
1 1 2
> .
sine  sinB — . o+p
sin T

(22)

Dokazat ¢emo da vrijedi nejednakost:

2 8
>
o+ T 34+ 2cosy
2
1 4

’)/ Z
cosz 34+ 2cosy

(23)

sin

J

34 2cosy 24005%

3+2(20052%71)74cosg20

2 Y Y

4 cos 274cos§+120

111

Y )2
2 ~—1) >0
( cos 5 >0,
§to je to¢no, pa vrijedi i nejednakost (23). Sada iz (22) i (23) slijedi (19).

Jednakost u (19) vrijedi ako i samo ako je oo = 8 =30° i y = 120°.

Primjer 8. Dokazati nejednakost:

1 1 1 9
>

b 0. 24
a+b+b+c+a+c_2(a+b+c)’ @b (24

Rjesenje. Najprije ¢emo dokazati nejednakost

9
> . x, y>0. (25)

+
X+y

<

o |-

Dokaz. ITmamo
1 4
-+-2=
X y x-+y
< y(x+y)+4x(x+y) > 9xy
= 4P+ —4ay >0
— (2x—y)?*>0,

[ -x(x+y)

§$to je tocno pa vrijedi i (25). Jednakost u (25) vrijedi ako i samo ako je y = 2x.
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Sada iz nejednakosti (1) 1 (25) slijedi:

1 1 1 4 1 9
+ + > + >
at+b b+c a+c  a+b+b+c a+c  a+2b+c+a+c
9
 2(a+b+c)
tj.
1 1 1 9

> .
a+b+b+c+a+c “2(a+b+c)

Jednakost u (24) vrijedi ako i samo ako je a =b = c.

Napomena 1. Vaino je reci da se sve nejednakosti dane u ovim primjerima mogu
dokazati i na neki drugi nacin, te preporucujemo citateljima ovog ¢lanka da to pokusaju
napraviti.

Napomena 2. Nejednakost (24) slijedi iz nejednakosti izmedu aritmeticke i
harmonijske sredine za tri pozitivna broja:

(a+b)+(b+c)+ (a+c) S
3 - 1 n 1 i 1
a+b b+c a+c
1 n 1 n 1 S 9
a+b b+c a+c 2a+b+c)
a ovo je dana nejednakost (24).
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