Poopéenja Cassinijevog identiteta

Ivica Martinjak"

Mnogi identiteti za niz Fibonaccijevih brojeva (F,),>o imaju svoje geometrijske
reprezentacije, jednako kao i kombinatorne. Tako relacija

1+ Fe=Fyp, (1)
k=0

gdje je n € Ny, ocevidno slijedi iz svojstava jednakostrani¢nog trokuta s upisanim
rombovima i trapezima ¢ija su dva kuta 60°. Najprije nacrtamo jednakostrani¢ni trokut
s duljinama stranica jednakim 1. Zatim produljujemo dvije stranice za F|; = 1 pa novi
trokut ima stranice duljine F, = 2 bududi smo slijedili rekurziju

Fn+2 = Fn+1 +Fn, ne NO

Fo=0 (2)

Fi=1
koja definira Fibonaccijeve brojeve. Nadalje, u k-tom koraku produljujemo stranice
za Fp 1 pritom trokutu upisujemo romb sa stranicama Fj i trapez s kracima F; te
osnovicama Fy_j i Fryp [8].

Promotrimo li brojeve u Fibonaccijevom nizu,
0,1,1,2 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,...

na nacin da usporedimo kvadrat nekog broja i umnoZak njegovih dvaju susjeda, zapazamo
da je njihova razlika uvijek 1. Tu pravilnost izraZava relacija
Fy\Fppy — F, = (—1)" 3)
poznata pod nazivom Cassinijev identitet, a ponekad se naziva i Simsonova formula.
Obicno je predstavljamo kao geometrijski paradoks, uz pitanje “gdje je nestao kvadrati¢”
(slika 1). Nacrtamo pravokutnik primjerice sa stranicama a = 5, b = 13 te podijelimo
njegovu povrsinu najprije dijagonalom, a zatim jo§ jednom svaki dio. U drugu ruku,
kvadrat stranice ¢ = 8 takoder se moze podijeliti na naizgled jednaka takva Cetiri dijela.
Cassinijev identitet nam kaZe da je razlika izmedu povrSine pravokutnika i kvadrata
uvijek 1 kada su a, c,b uzastopni Fibonaccijevi brojevi. To¢nije, pravokutnik ima za 1
vedu povrSinu za parni n, a kvadrat za neparni n.
Cassinijev identitet se moze jednostavno dokazati na nekoliko nac¢ina medu kojima su

najpoznatiji, dokaz pomocu Binetove formule, dokaz matemati¢kom indukcijom, dokaz
pomocu matri¢nog racuna, bijektivni dokaz.

S~ /
N~

Slika 1. Slucaj Cassinijevog identiteta za n = 6.
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Dokaz indukcijom ide ovako. Za n = 1 jednakost vrijedi jer je FoFy — F? = —1 =
(—1)!. Nadalje treba pokazati da ako je tvrdnja valjana za n = k, onda je valjana i
za n=k+1 t. onda vrijedi FiFi» — Fg,; = (—1)F"'. Primjenom rekurzije (2) te
pretpostavke indukcije dobivamo

FiFiio — Fiyy = Fi(Fit + Fi) — Fit (Fi + Frei)
= (= 1)(Fe1Fe1 — FY)
= (-1
¢ime je identitet dokazan.

U ovom radu éemo prikazati nekoliko poopcenja i analogija ovog identiteta. Pritom
¢emo vidjeti da osim lijepog geometrijskog i algebarskog prikaza, iz Cassinijevog
identiteta izravno slijede joS neki. To ¢e se jasno vidjeti iz elementarnih dokaza u
nastavku.

Cassinijev i Catalanov identitet

Prije samih poopcenja Cassinijevog identiteta navedimo joS jednu od osnovnih relacija
koje vrijede za Fibonaccijeve brojeve

Fm+n :FanJrl“i’meanv (4)

a koja ¢e nam posluZiti za dokazivanje Catalanovog identiteta te identiteta (7). Ova se
relacija takoder moZe dokazati matemati¢kom indukcijom, no u nastavku je dokazujemo
kombinatorno.

Promotrimo rastav prirodnog broja » na sumande koji mogu biti samo jedinice i
dvojke. Primjerice, broj 4 ima pet takvih rastava, pa piSemo f4 = 5.

4=2+4+2

=2+4+1+1

=1+2+1

=1+1+2

=14+1+1+1
Nadalje se lako uvjerimo da je fs5 = 8, f¢ = 13,... odnosno da brojevi f; rastu
jednako kao Fibonaccijevi brojevi. Naime, rastav broja n pocinje jedinicom ili dvojkom
pa je broj svih rastava od n jednak zbroju brojeva rastava od n — 1 i n — 2. Dakle,
fu+2 =fnt1 +fn s tim da ovaj niz pocinje brojevima 1, 2 pa vrijedi

Jo="Fnp1, nz=-1L (5
Sada ¢emo ovu Cinjenicu iskoristiti za jednostavni dokaz relacije (4). Neka je
m+n:al+a2+...+ai+...+a]v
pri ¢emu brojevi a; poprimaju vrijednosti 1 i 2. Prema definiciji, broj ovih rastava je
fm+n. Primijetimo da za pojedini rastav postoji ili ne postoji 1 < i < N takav da je
Z;:1 aj = m. Prvi od tih skupova ima f,,f, elemenata, a drugi f,—1fn—1:
Smtn = ffn + Fm—1fn—1.

Sada supstituiramo f, = F,; 1 tvrdnja odmah slijedi.
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Za r € Ny, Catalanov identitet proSiruje Cassinijev na bilo koja dva Fibonaccijeva
broja koja su u nizu za r mjesta udaljena od n-tog ¢lana:

Fy— FutFuyr = (=1)""F} (6)
Razlika u povrSinama pripadnih pravokutnika i kvadrata tada je jednaka kvadratu r-tog

Fibonaccijevog broja. Nadalje se pokazuje da analogna relacija vrijedi i kada broj n
nije aritmeticka sredina rednih brojeva drugih dvaju ¢lanova niza:

FuiiFuyj— FuFpyiy; = (—1)"FiF;. (7
Oba ova poopcenja slijede iz identiteta (3) i (4). Dokazat ¢emo opdenitiji slu¢aj. Prema
(4) slijedi
FoiiFpyj — FaFpiivj = (FaFis1 + Fo i Fi)(FuFjp1 + Foo1Fj) — Fp(FugiFjg1 + Fuyio1 Fj)
= Fu_1F\Fis\Fj + F,_ | FiF; — F,F;(F,Fi + Fy_ Fi_y)

= Fy \FuFj(Fip1 — Fioy) + FiFy(Fy_, — Fy)

n—1
Naposlijetku primjenjujemo Cassinijev identitet i time dokazujemo tvrdnju:
Fy1FyFiF; + FiFj(Fy_1Fpot — FoFyey — Fy) = Fyo 1 FyFiF; + FiFi((—1)" — FyFo_y)
= (—=1)"FiF;.

Napomenimo da se niz Fibonaccijevih brojeva prirodno moZe proSiriti i na skup Z te
tada vrijedi

F_,=(—=1)""'F,.
Dakle, Catalanov identitet daje Cassinijev za r = 1, dok se relacija (7) svodi na
Catalanov identitet za i = —r,j = r, a na Cassinijev za i = —1,j = 1.

Posljedice Cassinijevog identiteta

Dok Cassinijev identitet datira iz sredine 18. stoljeca, identitet poznat pod nazivom
Gelin-Cesaro,

Fn—ZFn—an+an+2_F3:_1a (8)
je zapaZzen stoljeCe kasnije. Taj izraz je izravna posljedica Cassinijevog identiteta.
Primjenom ujedno i Catalanovog identiteta tvrdnja odmah slijedi:

FooFy 1Fyi1Fpyp2 = Fuo 1 Fpp 1 FaoFppo
= (1" + F)(Fy = (=1)"7?)
= Fy— (-1
=F 1.
Postavlja se sada pitanje postoji li slicna relacija i za kubove Fibonaccijevih brojeva.
Poznata je sljedeca jednakost, koju dokazujemo na elementaran nacin [6]:
Fui1Fpi2F 6 — Fy 3 = (—1)"F,. 9

Najprije viSestrukim koriStenjem rekurzije (2) izrazimo F,y3 i Fni¢ pomocu F,y; i
F,1> te na desnoj strani jednakosti zamijenimo

(—=1)" = Fy_1Fny1 — F?

-
Time dobivamo
2Fn+lF5+2 - F3+1 - F3+2 = (Fn—an+l - Fz)Fn-

n n
Kada i desnu stranu jednakosti izrazimo pomocu F,;; i Fj1, dobivamo jednakost (9).
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Cassinijev identitet nam pokazuje da razlika dvaju susjednih omjera Fibonaccijevih
brojeva alternira te teZi odredenoj vrijednosti kako se n povecava,

For1  Fu _ (=1)"
Fn anl anan '
Ta je vrijednost upravo omjer zlatnog reza:
. Fn+l 1 + \/5
1 = . 10
Am 3 (10)
Cassinijev identitet nam takoder daje vezu izmedu Fibonaccijevih i Lucasovih brojeva.
Niz Lucasovih brojeva (L,),>¢ je definiran istom formulom rekurzije kao i Fibonaccijev,
ali s poCetnim uvjetima Ly =2, L; = 1. 1z (2) i (3) se lako dobije relacija
L2 —5F2 =4(-1)". (11)

koja pokazuje da su brojevi F,, L, rjeSenja diofantske jednadzbe x> — 5y> = 4(—1)".

Jos neki identiteti

Vrijedi spomenuti da i identitet (4) ima zanimljive posljedice. Tako,
F2n:Fn+n:FnFn+l+Fn71Fn

= (Fn+1 - anl)(FnﬁLl +Fn71)7
Sto daje
Fy, =F.,, —F.

n n—1-

(12)
Nadalje se moZe pokazati da za F3, vrijedi
F3, = 3F,Fa, | — 3F}F,. +2F,.

Ako nas ova relacija asocira na binomni poucak, odnosno binomne koeficijente, to nije
slu¢ajno. Ne samo da se Fibonaccijev broj moZe dobiti kao suma brojeva u Pascalovom

trokutu,
n—k+1

k=0
nego ¢emo vidjeti da postoji Citava familija identiteta (13), kojoj su prethodna dva
specijalni slucajevi, i kod kojih se javljaju binomni koeficijenti.
k
k . .
Finie = F_iFiF*7I k ce N 13
s ZOO WFals keeNo (13)
Dokaz ove relacije ¢emo izvesti istim pristupom kao i kod dokaza identiteta (4). Broj
kn 4+ ¢ — 1 moZemo rastaviti na fi,+.—1 nacina na sumande koji su jedinice ili dvojke.
Podijelimo sada svaki od tih rastava na k 4+ 1 dijelova, tako da zbroj j;, 1 <i <k
sumanada u pojedinom od prvih k podrastava bude n, a kada to nije moguée onda
n—1:

kn+c—1=1+14+---4+24+---+14+24+---+14+2+1+4+---4+2
—_——
Ji Jk Ji+1

kn+c—1=j1+j+ - +ji+Jjet1
Sada se pojedini rastav broja kn + ¢ — 1 sastoji od
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i) i rastava broja n — 1,
ii) k—i rastava broja n i
iii) (k+1)-og rastava od ¢ — 1 —i.
Broj tih rastava je, redom, f}_|, k=i te f._; 1. Kada jo§ uzmemo u obzir sve
moguce kombinacije redoslijeda i podrastava na k mjesta, dobivamo
k
k i ki
fkn+cfl - ; (i)fCllfnlfn )
iz ¢ega supstitucijom (2) odmah dobivamo identitet (13).

Fibonaccijevi brojevi imaju i mnoga druga zanimljiva i intrigantna svojstva te su
prisutni kako u matematici tako i puno $ire.

Zadatak 1. Kolika je razlika izmedu kvadrata n-tog trokutastog broja t,, t, = > ., i,
i umnoska brojeva #,_1 1 t,11?

Zadatak 2. Dokazite da za Lucasove brojeve Cassinijeva formula glasi
Ly_1Lyoy — L2 =5(—1)"""
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