PoboljSanja nekih nejednakosti kod trokuta

Edin Ajanovi¢' i Sefket Arslanagic?

Poopcéavanja nekih nejednakosti u matematici je vrlo interesantno, vazno i kreativno,
mada je Cesto dosta tesko i sloZzeno. Tu nema neke univerzalne metode pa ¢emo prikazati
nekoliko primjera na nekim nejednakostima koje se pojavljuju kod rjeSavanja raznih
zadataka u vezi s trokutom.

1
Primjer 1. Ako su a, b, ¢ duljine stranica (nedegeneriranog) trokutai s = E(a—i—b—i—c)
njegov poluopseg, vrijedi ova nejednakost
a(b+c) +b(c+a) + cla+ b) < 35°. (1)

Dokaz. Za dva pozitivna realna broja vrijedi nejednakost G, < A, izmedu
geometrijske i1 aritmeticke sredine, pri ¢emu se jednakost dostize ako i samo ako
su ta dva broja jednaka. Njezinom primjenom dobivamo

valb+ce) < w =5, t.

a(b+c) < s°. (2)
(Stroga nejednakost vrijedi jer trokut nije degeneriran.) Analogno se dobiva

b(c+a) < s, 3)

cla+b)<s. (4)

Zbrajanjem ovih nejednakosti dobivamo (1).

Sada ¢emo poboljsati nejednakost (1), tj. pokazat ¢emo stroZu nejednakost:

8
alb+c)+b(c+a)+cla+b) < gsz, (5)
8
jer je ocito §s2 < 3s%. Ovdje ¢emo koristiti sljede¢u pomoénu nejednakost
(a+b+c)* > 3(ab + be + ca), (6)
koja neposredno slijedi iz oc¢igledne nejednakosti
(a—b)*+(b—c)*+(c—a)?>0. (7
Imamo
alb+c)+b(c+a)+cla+b)=2(ab+ bc+ ca),
a iz (6)
2
alb+c)+b(c+a)+cla+b) < §(a+b+c)2,
_Ep

Ovo je upravo nejednakost (5). Iz (7) se vidi da jednakost vrijedi ako i samo ako je
a = b = c, tj. ako je trokut jednakostrani¢an.
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Primjer 2. Za trokut iz primjera 1 vrijedi nejednakost
3
a(s—a)+b(s—b)+c(s—c) < Zsz. (8)

Dokaz. Koriste¢i nejednakost H, < A, izmedu harmonijske i aritmeti¢ke sredine za
dva pozitivna realna broja dobivamo

2 a+(s—a) s
1 ~
L 2 2
a s—a
odnosno,
§2
a(s —a) < T 9
Sli¢nim postupkom dobivamo
2
b(s —b) < =, (10)
4
2
— —. 11
cs—c)< 1 (1D

(Ako bi u (9), (10) i (11) vrijedila jednakost, imali bismo a = s —a, b = s — b,
c=s—c,4.3a=b+c, 3b =c+a, 3c =a+b. Zbrajanjem ovih triju jednakosti
dobili bismo 3 = 2, §to je proturjecje.) Zbrajanjem ovih triju nejednakosti dobivamo

(8).

Sada ¢emo dokazati poboljSanje ove nejednakosti koje glasi

a(s—a)+b(s—b)+c(s—c) < %sz, (12)

Lo 2 3 .. . L L .
jer je §s2 < Zsz. Lijevu stranu dane nejednakosti moZemo zapisati u obliku

a(s —a) +b(s —b) +c(s —c) = 25> — (> + b* + ),
a odavde zbog
a* +b*+ > ab + be + ca, (13)
odnosno

(a+b+c) = gsz,

W =

a4+ b+ >
imamo
2
a(s—a)+b(s—b)+c(s—c) < §s2,

a to je upravo nejednakost (12). Jednakost u (12) vrijedi ako i samo ako vrijedi
jednakost u (13), tj. ako je a =b =c.
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Primjer 3. Ako je P povrsina trokuta, a R i r polumjeri opisane i upisane mu
kruZznice, tada vrijedi

P > 2rVRr. (14)

Dokaz. Koristeéi nejednakost trokuta dobivamo
a+b+c>2a, a+b+c>2b, a+b+c>2c
a nakon mnoZenja ovih nejednakosti (uz a + b + ¢ = 2s) dobivamo
(a+b+c) > 8abe,

§* > abc,

3
P
(£) > e
-
P > 2rv/Rr,

Sto je i trebalo pokazati. A sada ¢emo dokazati poboljSanje ove nejednakosti, tj.

P> 3*2/5r\/ﬁ, (15)

.. 3v6 o . . T .
jer je T\/_ > 2. Koristit éemo nejednakost A3 > G3 izmedu aritmeticke i geometrijske

sredine za tri pozitivna realna broja tj.

Hz’ﬂ > Vabe.

Ova nejednakost ekvivalentna je redom sa sljede¢ima:
(a+b+c)
27
3
8217 > abc,
8s> _ abc
— >
27 —
8 P
27 2

> abc,

N
wh

P

v
SN

)

P> 3\2/6\/R_

Sto je i trebalo dokazati. Jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut jednakostranican.
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