MATEMATIKA

Geometrijska mjesta to¢aka u prostoru

Maja Starcevi¢ ' Mihaela Bahun*

U ovom radu predstavit ¢emo neke probleme u kojima se zadaje geometrijski uvjet na
tocke u prostoru. Cilj je odrediti skup kojem te tocke pripadaju. Drugim rije¢ima, Zelimo
opisati taj skup na drugi, jednostavniji nacin, odnosno tako da ga je lakSe vizualizirati.
Potrebno je utvrditi radi 1i se npr. o krivulji, ravnini ili mozda nekom ravninskom liku
ili plohi. Takoder treba odrediti i osnovne karakteristike tog skupa, tj. veli¢ine koje
odreduju njegove dimenzije i poloZaj. Takav tip zadataka moZemo, naravno, promatrati
i u ravnini. Ve¢ u toj pojednostavnjenoj situaciji zadaci se smatraju zahtjevnijima, jer se
njihovo rjeSavanje Cesto svodi na to da se na samom pocetku mora naslutiti o kakvom
skupu tocaka se radi, i nakon toga se provodi precizan dokaz. U prostornim zadacima
je to jos teze jer oni zahtijevaju veéi geometrijski zor. Prostoru¢no skiciranje pojedinih
tocaka skupa, koje nas navodi kako doci do rjeSenja, ovdje je bitno oteZano.

Na nekoliko zadataka koji slijede vidjet cemo neke metode odredivanja geometrijskog
mjesta tocaka u prostoru. U prva dva zadatka geometrijsko mjesto tocaka naéi ¢emo
kao presjek dva skupa kojima te tocke pripadaju.

Primjer 1. U ravnini © zadani su tocka P i proizvoljan pravac p kroz tu tocku.
Izvan ravnine 7 zadana je to¢ka T iz koje je spuStena okomica na pravac p. NoZiSte te
okomice je tocka N. Odrediti geometrijsko mjesto svih toCaka N.

RjeSenje. Neka je p proizvoljan pravac u ravnini
n kroz tocku P i neka je N noZiSte okomice iz T
tocke T na pravac p (slika 1). Nadalje, neka je
tocka V noziSte okomice iz to¢ke T na ravninu 7.
Pretpostavimo za pocetak da je N razlicita od P i

V. Primijetimo prvo da je trokut PNT pravokutan, 4

s hipotenuzom PT. Oznacimo poloviSte duZine PT P k

sa S. Zakljuéujemo da je |NS| = |PS| = |TS|. N
Dakle, tocka N se nalazi na sferi sa srediStem u

toc¢ki S i radijusom jednakim |PS| = |TS|. Kako se n

tocka N nalazi i u ravnini 7, nalazi se u presjeku
ravnine i sfere, odnosno toc¢ka N se uvijek nalazi
na nekoj kruznici u ravnini 7. Slika 1.

Odredimo sada preciznije tu kruZnicu. Kako je ravnina 7 okomita na pravac TV,
svaki pravac koji pripada toj ravnini okomit je na 7V. Dakle, pravac p je okomit na
TV, a kako je okomit i na pravac NT, p je okomit i na ravninu odredenu to¢kama N,
T i V. Time dobivamo da je p okomit i na pravac NV koji pripada toj ravnini. Dakle,
trokut NVP je pravokutan s pravim kutom u vrhu N pa se tocka N nalazi na kruZnici

u ravnini 7 s promjerom PV.

Obratno, neka je k kruznica u ravnini 7 s promjerom PV, gdje je tocka V definirana
kao i prije. Neka je N proizvoljna tocka kruZznice k, razli¢ita od P i V. Oznacimo s p
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pravac koji prolazi kroz to¢ke P i N. Kut 4PNV je ocito pravi. Ravnina X je ravnina
koja prolazi tockama 7', N i V. Kako je pravac p okomit na pravce NV i TV, okomit
je na ravninu X. Dakle, p je okomit na svaki pravac ravnine X, odnosno p je okomit
na pravac NT. Drugim rije¢ima, tocka N zadovoljava geometrijski uvjet zadatka.

Konac¢no, primijetimo da je to¢ka P noZiSte okomice iz to¢ke T na pravac koji je
tangencijalan na kruznicu k u tocki P, dok je tocka V noZiSte okomice iz tocke T na
pravac PV. Time smo dokazali da je cijela kruZnica k geometrijsko mjesto zadanih
tocaka.

Napomenimo da ukoliko smo veé dokazali da svaka tocka koja zadovoljava zadani
geometrijski uvjet leZi na kruznici k (s promjerom PV), obrat moZemo dokazati i
jednostavnije na sljedeci nacin. Neka 7ie N tocka na kruZznici k razli¢ita od P i neka je
p jednak pravcu PN. Oznac¢imo s N’ noziSte okomice iz tocke T na pravac p. Tada
znamo iz prvog dijela dokaza da se N’ mora nalaziti na kruZnici k, odnosno jedan je
od dva presjeka te kruZnice i pravca p. Dakle, tocka N’ se podudara s tockom P ili
tockom N. OC¢ito je da se ne moZe podudarati s tockom P pa dobivamo N = N’. Tocka
N, dakle, odgovara zadanom geometrijskom uvjetu i time je tvrdnja dokazana. [J

Primjer 2. Dana su dva mimoilazna pravca p i g koji su medusobno okomiti. Naci
geometrijsko mjesto to¢aka koja su polovista duZina koje imaju zadanu duljinu d te im
je pritom jedna krajnja to¢ka na pravcu p, a druga na pravcu q.

RjeSenje. Uzmimo proizvoljnu duZi- r
nu AB duljine d koja zadovoljava ge-
ometrijski opis zadatka. Neka je A € p B D q
i B € q. Oznaimo s r pravac koji
je okomit i na p i na g i sijeCe oba
pravca. Oznafimo s CD duZinu naj- S )
manje duljine kojoj su krajnje toc¢ke na P =
pravcima p i g redom. Ona pripada
pravcu r i neka je C na pravcu p, a D
na pravcu ¢ (slika 2).

Uoc¢imo da je trokut ACD pravoku-
tan, s pravim kutom u vrhu C. Isto tako p
je i trokut ADB pravokutan s pravim Slika 2.
kutom u vthu D. Ozna¢imo s P polo-
viste duZine AB. Sad zapravo trazimo geometrijsko mjesto toaka P. Ozna¢imo sa S
poloviste duzine CD. Izradunat éemo udaljenost tocaka P i S te uoCiti da ne ovisi o
izboru duZine AB. Nacrtajmo okomicu iz tocke P na ravninu kojoj pripada trokut ACD.
Neka je noZiste te okomice tocka R. Ona je ujedno poloviste duZine AD i trokut PSR
je pravokutan s pravim kutom u vrhu R. Tada primjenom Pitagorinog poucka imamo

|SP|* = |SR|*> + |PR|* .

Duzine SR i PR su srednjice trokuta ACD i ADB redom pa imamo

2 2
sp — (MCL)’ (BRIY* _ MoP_jcof ooy

bt

A

2 2 4 4
__|AD*+ |BD|* |CD* |AB|* |CD]* d* |CDJ?
- 4 4 4 4 4 4

Kako duljina |CD| ovisi samo o zadanim pravcima p i ¢, a d je zadana konstanta,

/d*> |CDJ?
vidimo da sve tocke P pripadaju sferi sa srediStem u tocki S i radijusom T % .
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Primijetimo jo§ da to¢ka P pripada ravnini koja prolazi tockom S i okomita je na
pravac r. Konacno, presjek te ravnine i dobivene sfere je kruznica. Ozna¢imo jus k. S
obzirom da se radi o glavnoj kruZnici spomenute sfere, njeno srediSte je takoder tocka
S te ima radijus jednak radijusu sfere.

Potrebno je dokazati i obrat, tj. da ukoliko imamo tocku P koja se nalazi na
prethodno definiranoj kruznici k, onda se kroz tocku P moZe nacrtati duZina duljine
d kojoj su krajnje tocke redom na pravcima p i g te je tocka P pritom poloviste te
duZine. Stoga uzmimo ravninu 7 koja sadrZi pravac p i okomita je na pravac g. Neka
je R noZiSte okomice iz to¢ke P na ravninu 7. To¢ke C i D su definirane kao i prije.
Zatim definiramo to¢ku A kao presjek pravaca p i DR. Nadalje, neka je B presjek
pravaca g i AP. Kako su pravei PR i BD okomiti na ravninu 7, vrijedi PR||BD.
S obzirom da je SR|[AC i S je poloviste duzine CD, R je poloviste duZine AD.
Tada je PR srednjica u trokutu ABD pa je P poloviite duZine AB. Preostaje odrediti
duljinu duZine AB. Analogno kao i u prethodnom dijelu dokaza moZemo pokazati da je

AB]> |CD|? d*> |CD|?
|SP|2:| " _|cD| Z*|4|
pa konacno dobivamo |AB| = d i time smo dokazali da je kruZnica k geometrijsko
mjesto tocaka koje zadovoljavaju zadani geometrijski uvjet. [

. Kako toc¢ka P pripada kruZnici k, imamoi |SP|*> =

Primijetimo da smo u ovom primjeru trebali imati neku slutnju o tome da zadane
tocke pripadaju sferi sa srediStem u S. Iako se, na prvi pogled, ta Cinjenica ne
¢ini ofitom, moZemo uociti simetrinost geometrijskog uvjeta u odnosu na zadane
mimoilazne pravce, §to nas moZe navesti na to da promatramo tocku S koja je jednako
udaljena od pravaca p i q.

U sljedecem primjeru nije vazno na samom pocetku imati konkretnu ideju o rjeSenju
zadatka, ali je potrebno prilagoditi zadani uvjet tako da bude jednostavniji za promatranje.

Primjer 3. Zadana su dva proizvoljna trokuta u prostoru. Neka je P tocka prostora
koja se ne nalazi ni u jednoj od ravnina u kojima se nalaze trokuti. Spojimo li vrhove
svakog trokuta s to¢kom P, dobivamo dva tetraedra. Treba naci sve tocke P za koje Ce
zbroj volumena ta dva tetraedra biti jednak zadanoj konstanti V.

RjeSenje. OznaC¢imo povrSine zadanih trokuta redom s P; i P,. Razlikujemo tri
slucaja, kad se ravnine kojima pripadaju trokuti sijeku, kada su paralelne i kad se
podudaraju.

Pretpostavimo za pocetak da se ravnine
trokuta sijeku u pravcu p. Uzmimo neku
ravninu ¥ koja je okomita na pravac p i 5
neka se ravnina X i pravac p sijeku u tocki 2
B. Nadalje, neka su presjeci ravnine X s
ravninama zadanih trokuta redom pravci g; i
2. Oni dijele skup X\ {q1,¢>} na Cetiri dijela: ¢,
2y, X, X3 1 X4 (slika 3). S obzirom da
volumeni tetraedara ovise samo o povr§inama

njihovih baza, a ne i o obliku baza, onda 2 Z,
zadane trokute moZemo zamijeniti i nekim

drugi Koii imaiu iednak v li @4y

rugima koji imaju jednake povrSine, ali su

nam jednostavniji za promatranje. Uzmimo Slika 3

stoga umjesto pocetnih trokuta redom pravo-
kutne trokute ABC i ABD, s pravim kutom kod vrha B, koji imaju jednake povrSine
kao i zadani trokuti i pritom je pravac AB jednak pravcu p. Ti trokuti moraju pripadati

Matematicko-fizicki list, LXVI 1 (2015. — 2016.) B 21



ravninama kojima pripadaju i zadani trokuti. Njihov poloZaj u ravninama ne utjece na
volumen tetraedara. Neka je P to¢ka u X\ {q1,g2} koja zadovoljava zadani uvjet. Za
pocetak neka ona pripada nekom odredenom dijelu ravnine X;, i € {1,...,4}. Tocke
Ce€q 1D € g, uvijek moZemo odabrati tako da tocke B, C, P i D u navedenom
poretku ¢ine Cetverokut ili da tocka P pripada duZini CD.

Na tetraedre ABCP i ABDP moZemo gledati i kao na tetraedre s vrhom u A. Tada
je AB visina svakog od njih. Sada moZemo izracunati zbroj njihovih volumena:

1 1
V = V(ABCP) + V(ABDP) = P(BCP)|AB| + 3 P(BDP)|AB| .

Imamo tri slucaja:

i)

Ako je BCPD konveksan C&etverokut, onda vrijedi P(BCP) + P(BDP) =
P(BCPD) = P(BCD) + P(PCD). Primijetimo da tada nuZno vrijedi 3V >
|AB|P(BCD). Kako su duljina |AB| i povrSina trokuta BCD zadane veliine,
zakljuCujemo da je povrSina trokuta PCD konstantna. Dakle, visina iz P na
stranicu CD u trokutu PCD mora biti uvijek iste duljine pa P mora pripadati
pravcu r koji je paralelan s CD. Pravac r se nalazi na udaljenosti v od pravca
CD, pri ¢emu je

, _ 6V — 2/AB|P(BCD)

|AB||CD|
6V 3V |BC
Dakle, pravac r je udaljen od pravca p za d = W = Py . ﬁ Oznac¢imo
kutove SCBD = o i BDC = . Tada je
3V si
g sinp (1)
P, sina
S druge strane je
P, |BD| sin(a+fB) .
—= = = = t ) 2
P~ IBC sin sino ctg B+ cos a (2)
Iskoristimo li jednakost sin 8 = (1/1 + ctg? )~ !, iz (1) i (2) dobivamo
Je 3v

= .
. P,
Pl\/sm20c+ (— — cos a)
P

Dakle, trazene to¢ke P se nalaze na duZini u ravnini £ koja je za d udaljena od
pravca p i ¢ije su krajnje tocke na pravcima ¢q; i g». Nagib pravca kojem pripada
ta duzina odreden je kutom f3, za koji vrijedi

P
P cos

ctep sin o¢
Krajnje toc¢ke te duZine naravno ne pripadaju traZenom geometrijskom mjestu.
Iz prethodnog racuna slijedi da sve tocke te duZine osim njenih krajnjih tocaka
pripadaju tom geometrijskom mjestu.

Ako je BCPD konkavan &etverokut, onda je P(BCPD) = P(BCD) — P(PCD),
odnosno vrijedi 3V < |AB|P(BCD). Analognim razmatranjem kao u prvom
sluc¢aju dolazimo do zakljucka da se tocke P moraju nalaziti na duZini koja je od
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pravca CD udaljena za v koji je u ovom slucaju jednak

_ 2|AB|P(BCD) — 6V

B |AB||CD|
Zakljuujemo da je ta duZina opet na udaljenosti d od pravca p, pod nagibom 3,
gdje su d i B jednaki onima u prvom slucaju.

iii) U treem slucaju se to¢ka P nalazi na duzini CD, Sto moZe vrijediti ako i samo

ako je 3V = |JAB|P(BCD). U tom slu¢aju su sve to¢ke duzine CD traZene tocke
(osim to¢aka C i D). Uz iste oznake kao u prethodna dva slucaja, dobivamo
jednake vrijednosti za d i 3.

Primijetimo da tip Cetverokuta BCPD ovisi o pocetnom izboru trokuta ABC i ABD,
koje moZemo izabrati na beskonacno mnogo nacina.

Na analogan nacin provodimo analizu i ako se tocka P nalazi u nekom drugom dijelu
ravnine ¥ te ¢emo kao rezultat dobiti Cetiri duZine bez krajnjih tocaka. Oznacimo ih
s EiF;, i=1,...,4, gdje je E; € q1, Fi € q» 1 neka duZina E;F; bez krajnjih tocaka
pripada X;. Ispitat ¢emo sada njihov medusobni poloZaj. Ako imamo npr. postavljene
trokute ABC i ABD za analizu tocaka P u dijelu ravnine X;, onda éemo u dijelu
%, umjesto trokuta ABC uzeti trokut ABC’, gdje je C’ tocka ravnine X centralno
simetri¢na tocki C u odnosu na to¢ku B. Znamo da je udaljenost tocke B od duZine

- 3V si
E\F; jednaka d = B S%ng, gdje je kao i prije o« = XCBD, § = 4BDC. Prema tome
| sin
d 3v
je |BFi| = — = ——. Oznatimo s o kut C'BD. Kao i prije dokazujemo
sinB  Pysino
3V
da vrijedi |BF;] = ——— . Kako je o = 180° — o, dobivamo |BF;| = |BF| pa
Pisino/

se tocke F; i F, podudaraju. Usporedivanjem rezultata i u ostalim dijelovima ravnine
2 konacno dobivamo da su sve tocke koje zadovoljavaju geometrijski uvjet zadatka, a
nalaze se u ravnini X, tocke skupa koji se sastoji od paralelograma, kojem smo oduzeli
vrhove.

Na isti nacin moZemo uzeti bilo koju drugu ravninu okomitu na pravac p, analogno
postaviti trokute ABC i ABD s pravim kutovima kod vrha B i opet dolazimo do
zakljuc¢ka da je skup traZenih tocaka u toj ravnini jednak paralelogramu bez vrhova.
Konaéno, varirajudi ravninu X, zaklju¢ujemo da se skup svih to¢aka s traZzenim svojstvom
dobiva translacijom opisanog paralelograma bez vrhova, duZ pravca p.

Analizirajmo sada situaciju kad su ravnine zadanih trokuta paralelne. Neka je za
pocetak P; # P,. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je P; > P;.
Oznadimo udaljenost izmedu ravnina s 4 i neka je tocka P, koja pripada traZenom
geometrijskom mjestu, udaljena za x od ravnine u kojoj lezi prvi trokut. Tada imamo
tri slucaja:

1 1
1) Toc¢ka P se nalazi izmedu ravnina zadanih trokuta. Vrijedi V = §P1x+ §P2 (h—x).

3V — Pyh
Zakljucujemo da sve tocke ravnine koja je na udaljenosti x = ﬁ od prve
1 — 12
zadane ravnine pripadaju geometrijskom mjestu. Kako vrijedi 0 < x < h, rjeSenje
postoji za Poh < 3V < Pih.
ii) Tocka P ne leZi izmedu zadanih ravnina i bliZa je prvoj ravnini. Tada je
3V — Pyh

1 1
V = =Pix+ =Py(h+x) pa tocka P pripada ravnini na udaljenosti x = ———
3 Pi+ P,

3
od prve ravnine. RjeSenje postoji za 3V > Ph.
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iii) Tocka P nije izmedu zadanih ravnina i bliZa je drugoj ravnini. Analogno dobivamo

1 1 . 3V+Ph
V=2-P =Py(x —h = —
3 1x+3 2 (x ) paje x PP,
pripada tocka P. Kako je x > h, rjeSenje postoji za 3V > Ph.

traZena udaljenost ravnine kojoj

Zakljucujemo, ako je P,h < 3V < Pjh, rjeSenje su dvije ravnine paralelne zadanima,
od kojih se jedna nalazi izmedu danih ravnina. Takoder, ako je 3V > P;h, opet
dobivamo dvije paralelne ravnine, od kojih nijedna nije izmedu zadanih.

U slucaju kad je Py = P», i vrijedi 3V > P;h, dobivamo kao i u prethodnom slucaju
3V —Pih
dvije ravnine koje nisu izmedu zadanih ravnina trokuta, na udaljenosti Tl od
1

zadanih. Ako je Py = P, i 3V = P;h, onda traZeno geometrijsko mjesto Cine sve tocke
izmedu zadanih dviju ravnina. U ostalim slucajevima geometrijsko mjesto tocaka je
prazan skup.

Konaéno, ako se ravnine kojima pripadaju zadani trokuti podudaraju, traZeno

geometrijsko mjesto to¢aka su dvije ravnine na udaljenosti

n od ravnine kojima
1 2
pripadaju trokuti. [

U primjeru koji slijedi problem se moZe ve¢im dijelom svesti na problem u ravnini.
TeZina zadatka je u rjeSavanju dobivenog ravninskog problema. TraZeno geometrijsko
mjesto dobivamo kao uniju rjeSenja ravninskih problema.

Primjer 4. Zadane su dvije sfere s; i s, s radijusima R i 2R redom. Sfera s
dodiruje s, iznutra u tocki B. Zadana je i ravnina m kroz to¢ku B koja raspolavlja
obje sfere. Na sferi s, je odabrana proizvoljna tocka A razli¢ita od B. Neka su #; i
1, tangente iz tocke A na sferu s; koje leZe u ravnini kojoj pripada pravac AB i koja
je okomita na ravninu 7. Ozna¢imo s D i E diraliSta tih tangenti. Neka je tocka C
poloviste duzine DE. Odrediti geometrijsko mjesto tocaka C.

Rjesenje. Neka je A # B proizvoljna tocka sfere s, te neka je X ravnina koja sadrzi
pravac AB i okomita je na ravninu 7. Presjeci ravnine X sa sferama s; 1 s, daju
redom kruZnice k; i ky, sa srediS§tima R; i R, te radijusima r i 2r redom. KruZnica
k; dodiruje ko iznutra u tocki B. Neka je A; tocka za koju je A;B promjer kruZnice
ky. Ozna&imo diraliSta tangenti iz A; na k; s D; i E;, a poloviste duZine DE;| s
C;. Tocka C, pripada trazenom geometrijskom mjestu tocaka. Iz sli¢nosti pravokutnih
trokuta A{R;D; i D{R;C; dobivamo

[RiDi| _ |CiRy|
AR [RiDy|
paje |CiR|| = % Skiciranjem vise slucajeva mozemo naslutiti da se sve opisane tocke

C, koje pripadaju ravnini X, nalaze na kruZznici k s promjerom C;B. U nastavku ¢emo
to i dokazati. Za pocetak oznac¢imo srediSte te kruZnice sa S. MoZemo primijetiti da joj

2
je radijus jednak gr.

Promatrajmo sada tocku A na kruZnici k;, razli¢itu od B i A, takvu da pravci AR,
1 RiR, nisu okomiti. Neka je C poloviste duZine kojoj su krajnje tocke D i E diraliSta
tangenti iz tocke A na kruZnicu k;. Toc¢ka C ocito pripada duZini AR;. Iz sli¢nosti

b4 | . Matematicko-fizicki list, LXVI 1 (2015. — 2016.)



pravokutnih trokuta CR;D i DR;A dobivamo
|CR||AR,| = |[R\D* = r*.

Neka je F tocka takva da je [SRz| = 2|SF| i JR;R2A = SFSR;. Pretpostavljamo da
se F nalazi s iste strane pravca RjR; kao i tocka A. Oznafimo s P sjeciSte pravaca
RiA 1 RyF. Sada Zelimo dokazati da se to¢ka C podudara s tockom P. OCcito je da
su trokuti FSR; i R1R,A sli¢ni. Dakle, vrijedi <FR,S = 4R1AR; pa trokuti R|PR; i
R R,A imaju jednake kutove. Zbog sli¢nosti trokuta RjPR; i RjR;A imamo

|PRi|  |RiRy]

IRiR:|  |ARy| ~
Dakle

|PR\||AR,| = 1*,

iz Cega slijedi da se tocke C i P podudaraju.

Konaéno Zelimo dokazati da je trokut SFC jednakokracan. Pretpostavimo za pocetak
da se F nalazi izvan duZine R,C (slika 4). Kako je

ISR C + <CFS = 180° — SCR R, + 4CFS = 180° |
Setverokut SFCR; je tetivni pa je <SCF = ISR F . Zbog sli¢nosti trokuta SR, F i SFR,

1 2
imamo SR\ F = JSFR; pajei 4SCF = 4SFC iz Cegaje |SC| = |SF| = §|SR2| =3

Slika 4. Slika 5.

Pogledajmo jos i slucaj kad se F nalazi na duZini R,C (slika 5). Imamo
ISR, C = 180° — <CR R, = 180° — 4SFR, = 4SFC

pa je Cetverokut SCFR; tetivni. Primijetimo da su zbog sli¢nosti trokuta SR F i
SFR, kutovi JSR\F i JSFR; jednaki. Prema tome je <4SCF = 180° — JSR\F =

2
180° — 4SFR, = 4SFC. Dakle, opet dobivamo |SC| = |SF| = 3"

U oba sluc¢aja mozemo zakljuciti da se to¢ka C nalazi na kruZnici k.

Prouc¢imo jos i slucaj kad je A tocka za koju je pravac AR; okomit na pravac RiR,.
Kako je |ARy| = 2|R\Ry| = 2r, slijedi |[AR;| = rv/3. Imamo kao i prije |CR,||AR,| = r*

3 4
iz Cega dobivamo |CR;| = r%. Tada je |[SC]> = |CR|> + |RiS]* = §r2, dakle

2 . . . ..
|SC| = gr te se i u ovom slucaju tocka C nalazi na kruZnici k.
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Varirajuéi ravninu X koja presijeca zadane sfere s; i s,, kona¢no zaklju¢ujemo da se
sve tocke koje zadovoljavaju zadani uvjet nalaze na sferi koja dodiruje zadane sfere s,

1 s iznutra u tocki B i radijusa je §R.
Dokazimo obrat. Neka je C # B tocka na sferi S koja dodiruje sfere s; i s, iznutra

2
u tocki B i radijusa je —R. Neka je X ravnina koja prolazi tockama B i C i okomita

je na ravninu 7. Oznacimo s k; i k, kruZnice koje su presjeci ravnine X sa sferama
s1 1 5. Neka su one radijusa r 1 2r i neka su njihova sredista tocke R; i R, redom.
Presjek ravnine X i sfere S je kruZnica, ozna¢imo ju s k, sa srediStem u S radijusa

gr. Dakle C € k. KruZnica k dodiruje kruZnice k; i kp iznutra u tocki B.

Neka je tocka A presjek pravca R;C i sfere s,, s iste strane pravca RR, u ravnini
2 kao i toCka C. Tocka A ocito pripada ravnini X, odnosno kruznici k,. Neka su #;
i t, tangente iz tocke A na sferu s; koje leZe u ravnini X, dakle to su tangente i na
kruZznicu k;. Neka je C’' poloviSte duzine DE, gdje su D i E diraliSta tih tangenti.
Iz prvog dijela dokaza znamo da se to¢ka C’ nalazi na kruZnici k. Ta tolka se nalazi

i na duZini AR;. Prema tome, to¢ka C’ se podudara s to¢kom C pa ova zadovoljava
geometrijski uvjet.

Konaéno, zakljuujemo da je traZeno geometrijsko mjesto tocaka sfera (bez tocke
. . . . o .. .2
B), koja je homoteti¢na sferi s; s obzirom na toc¢ku B, s koeficijentom homotetije 3

O
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