Nejednakost izmedu teZinske aritmeticke i
tezinske geometrijske sredine
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U ovom radu ¢emo dokazati nejednakost izmedu teZinske aritmeticke i teZinske
geometrijske sredine. Najprije ¢emo definirati teZinske sredine. Neka su (a1, az, ..., a,)
i (p1,p2,...,pn) dva konacna niza pozitivnih brojeva. Brojevi
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nazivaju se tezinska aritmeti¢ka, teZinska geometrijska, teZinska harmonijska i teZinska
kvadratna sredina. Izmedu njih postoji veza

H(a;p) < G(a;p) < A(a;p) < K(a;p), (1
gdje znaci jednakosti vrijede ako i samo ako je a;j =a; = ... =aq,.
Mi ¢emo dokazati najceS¢u i najvazniju od ovih nejednakosti, tj.
G(a;p) < A(a;p). 2
Dokaz. Lako se dokazuje da za x > 0 vrijedi nejednakost
Inx —x+1<0. 3)
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(Promatra se funkcija y=Inx—x+1, x > 0. Kakoje y = - — 1= ,tey =0
X

zax=1,yY >0z 0<x<liy<Ozax>1,t0je ymax =0 za x=1 te
V< Ymax =0 zasve x>0, tj. Inx—x+1<0).

Ako sada stavimo x = il u (3), dobijemo:
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Ako ovdje stavimo k = 1,2,...,n i tako dobivene nejednakosti zbrojimo, dolazimo do
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odakle slijedi nejednakost
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A(a;p) = G(a;p).
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Ako ovdje umjesto by stavimo a; (k= 1,2,...,n) dobijemo nejednakost
Gla;p) > H(a,p)
1
Napomena 1. Stavljajuéi py = pr = ... =p, = —, . pr+p2+...+py =1,
n

dobijemo “obi¢ne” sredine
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Sada ¢emo nejednakost izmedu teZinskih brojnih sredina (2) primijeniti kod dokazivanja
raznih nejednakosti.

Nejednakost 1. Dokazati da za x,y > 0: x+y =11 a,b > 0 vrijedi nejednakost

ax+ by > a'b’. 4
Dokaz. Stavljajuéi p; = x = —— i py = y = D (x+y=1) gdie za
m+n m-+n
m,n € N, iz (2) dobijemo
a—+ —b > am+nbm+n
m-+n m-+n
a odavde
ax+ by > a'b’.

Ovdje smo uzeli da su x i y racionalni brojevi. Ako su x i y realni nenegativni brojevi,
tada postoje dva niza racionalnih brojeva (r,)a>0 i (Sn)n>0 za koje vrijedi r, — x i
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Sp — ¥, (r, +s, = 1). Tada imamo
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Za n — 400, dobivamo
ax+ by = a'l’.

1
Jednakost u (4) vrijedi akoi samo akoje a=bix=y= 3

Nejednakost 2. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 1. Dokazati
da vrijedi nejednakost

ab+c . bC+a . Ca+b < 1. (5)

Dokaz 1. Ova nejednakost je ekvivalenta sljedecoj
(ab)“(bc)*(ca)® < 1.

Na osnovu nejednakosti (2) dobijemo

1
[(ab)c(bc)a(ca)b] a+llJ+c < m(a . bC + b -ca + C - ab)
odnosno zbog abc =1,
. | 3
[(ab)*(be)*(ca)’ |77 < ———— <1 (6)

/

. a+b+c _ 3 . 3
bogA>G, — > bc=1,t. —— < 1.
jer je zbog 3 v abc 9] P

Sada iz (6) slijedi
(ab)“(be)*(ca)” < 1,
tj.
abte . peta . path < 1.
Jednakost u (5) vrijedi ako i samo akoje a=b=c=1.

Dat ¢emo jo§ dva dokaza nejednakosti (5) koji su kratki i elegantni, a u kojima
necemo Koristiti nejednakost (2).

Dokaz 2. Bez smanjenja opcenitosti moZemo uzeti da je ¢ > b > a > 0 (jer je dana
nejednakost simetricna), pa je zbog abc =1, ¢ > 1, kaoi ab <1 1 a < 1. Sada
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imamo
a’te bt T = (abe)® - " (zbog abe = 1, te ¢ = ib)
N a
abbb
<17b P79 =1 (zbogab<lia< ).

_ ab“rC*tl C . — acfabcfb _ (ab)cfb . abfa

Dakle,
ab+c . bC+a . Ca+b g 1.
Dokaz 3. Zbog uvjeta abc = 1 imamo:
(abc)a+b+c _ 1’

tj.

! <
asbbce
Posljednja nejednakost je tocna jer ako je neki od a, b, ¢ pojedinacno vedi ili manji od
1, tada je

aa+b+c . ba+b+c . Ca+b+c -1 N ab+c .peta. Ca+b —

a*>a, > b, ¢ >c, tj. a®b’c® > abc = 1.
Nejednakost 3. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazati nejednakost
4(a+b+c)=3la+ (ab)? + (abe)3]. (7
Dokaz. Zbog nejednakosti A > G imamo:

Hatb+e)=3a+(F+b)+(5+20)+ (5 +b+4)

>3a+\/CE+2\/E+3v3abc:3(a+\/a_b+ v3abc).

Jednakost u (7) vrijedi ako i samo ako je b = j—: ic= 1“—6, . a = 4b = 16c.

Napomena 2. Za dokaz nejednakosti (7) smo koristili nejednakost (2) u specijalnom
1 1
sluaju kadaje n=2in=23 tep1:p2:§, (p1+p2) =1 ip1:p2:p3:§,
(p1 + p2 +p3) = 1, tj. tzv. “obi¢nu” nejednakost izmedu aritmeti¢ke i geometrijske
sredine.

Nejednakost 4. Neka su a, b, c duljine stranica trokuta ABC. Dokazati da vrijedi
nejednakost
(a+b—c)(b+c—a)l(c+a—b) <a'bc. (8)

Dokaz. Na osnovu nejednakosti (2) izmedu teZinske aritmeticke i teZinske
geometrijske sredine imamo

|:<a+z—c>a.(b+z—a>a.<c+i_b)6:|m

1 a+b—c b+c—a c+a—">b
< : b- : ):1
a+b+c<a a + b te c
(a+b—c)* (b+c—a)’ (c+b—a)

<1

at bb c
— (a+b—c)(b+c—a)(c+a—b) <a'bc.
Jednakost u (8) vrijedi ako i samo ako je a = b = ¢ (jednakostrani¢ni trokut).
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Nejednakost 5. (Youngova nejednakost) Neka su x i y pozitivni realni brojevi. Ako
1 1
brojevi a,b > 0 zadovoljavaju uvjet -+ E = 1, tada vrijedi nejednakost

1
xy\—x”+by 9

Dokaz. Koristit ¢emo nejednakost (2) u slucaju kada je p; +p, =1, tj.
dl'dy < piay + paas.

1 1 1 1
Uzmemo li a; = x4, azzyb,m =—,Pp2= b’ _+E = 1 dobijemo
a
ayh . oPyh < Loy L
('x) (y) \ ax + by,
odnosno |
< —x”
Xy < +by

Jednakost u (9) vrijedi ako i samo ako j Je a=b=2ix=y.
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