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Matematicke igre na Sahovskoj ploci
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Sah je jedna od najstarijih i najpoznatijih strateskih igara i ima zanimljivu povijest
[8]. Smatra se kako se razvio iz stare indijske igre caturanga, a njegova prva varijanta s
32 standardne figure na 8 x 8 ploci bio je igra SatrandZ, dokumentirana u Perziji u 7.
stolje¢u. Pravila $aha su se bitno mijenjala do 19. stoljeca, a danas su posve odredena
1 propisana od strane Svjetske Sahovske federacije. Ipak, ovo nije ¢lanak o Sahu, nego
o logickim igrama koje se mogu igrati s istim rekvizitima, tj. plocom i figurama, ali se
daju potpuno matematicki analizirati.

Kombinatorna teorija igara je matematicka disciplina koja se bavi strateSkim igrama
bez elemenata slucajnosti. KaZe se da je neka konkretna igra potpuno rijeSena ako su
za svaku njenu poziciju poznate “optimalne” strategije za svakog od igraca. Premda
racunala ve¢ nacelno igraju Sah uspjesSnije od velemajstora, sama igra je jo§ daleko od
rijeSene. Vrhunski Sahovski teoreti¢ari ¢ak ne mogu sloZiti svoja mi$ljenja oko toga ima
li “bijeli igra¢” dovoljnu prednost kako bi mogao pobijediti, ili pak savrSena igra nuzZno
vodi nerijeSenom ishodu. Ni superbrza racunala danaSnjice ne mogu odgovoriti na to
pitanje, naprosto zbog sloZenosti pravila igre i astronomskog broja moguc¢ih kombinacija.

Mi éemo prezentirati nekoliko jednostavnijih logickih igara, koje éemo znati rijesiti,
a za njih demo i detaljno opisati pobjednicke strategije. Odabrali smo primjere kod
kojih je matematic¢ka analiza igre superiorna s obzirom na zdravorazumsko rasudivanje.
Drugim rijecima, ako citatelj zna provesti potpunu analizu ovih i sli¢nih problema, onda
je u neizmjernoj prednosti u odnosu na prijatelja koji je “samo” iznimno bistar i vjeSt
igra€ logickih igara.

Sve igre koje ¢emo prouciti u ovom radu su tzv. nepristrane igre (eng. impartial
games) za dva igraCa. To znac¢i da igraci igraju istim raspoloZivim figurama, a skup
mogucih poteza ovisi samo o trenutnoj poziciji, no ne i o ¢injenici koji igra¢ je na
potezu. Primijetimo da Sah ne zadovoljava ovu definiciju pa nece potpasti pod izloZenu
teoriju. Naime, pravila Saha nisu jednaka za oba igraca: jedan igra bijelim, drugi crnim
figurama. Nama boje figura nece biti vaZne: igraci se naprosto izmjenjuju na potezu i
igraju nekom od dozvoljenih figura na neki od dopustenih nacina.

Da bi igra bila dobro postavljena, pravila moraju osigurati da ona uvijek zavr$i u
kona¢no mnogo poteza. UvaZzit ¢emo standardni dogovor da uvijek gubi igra¢ koji viSe
ne moZe odigrati potez, tj. pobjeduje igra¢ koji je posljednji igrao. Potpuno analizirati
nepristranu igru znaci za svaku mogudéu poziciju ispitati za kojeg od igraca je ona
dobitna, ¢ime skup pozicija dijelimo u sljedeée dvije klase.

e Porzicije tipa N (ili N-pozicije) su one koje su dobitne za igraca koji je na potezu.

Oznaka N dolazi iz engleske rijeci next i simbolizira povoljnost pozicije za igraca
koji ¢e odigrati idudi potez.
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e Pozicije tipa P (ili P-pozicije) su one koje su gubitne za igraca koji je na potezu.
Oznaka P dolazi iz engleske rijeci previous i sugerira povoljnost pozicije za igraca
koji je odigrao prethodni potez, osim ukoliko ta pozicija nije ba§ pocetna pozicija
igre.

Pretpostavlja se da igraci uvijek igraju optimalno, tj. ne ¢ine pogreske. Ove definicije

su dobre jer zbog konacnosti igre to¢no jedan od igra¢a mora imati strategiju za pobjedu.
Sasvim je druga stvar §to ta strategija ne mora uopce biti evidentna.

Postavlja se pitanje kako klasificirati pozicije u danoj igri. Tvrdimo da je to mogude
uéiniti sljedeéim rekurzivnim postupkom. Za svaku poziciju p ozna¢imo sa S(p) skup
svih pozicija u koje igra moze dodi iz p nakon jednog odigranog poteza. Algoritam je
sljededi.

e Oznacimo sve zavr$ne pozicije igre oznakom P.

e Promotrimo neku poziciju p koja joS nije oznacena, ali su oznacene sve pozicije

iz S(p).
— Ukoliko neka pozicija iz S(p) ima oznaku P, tada poziciji p pripiSemo
oznaku N.
— Ukoliko sve pozicije iz S(p) imaju oznaku N, tada poziciji p pripiSemo
oznaku P.

e Ponavljajmo postupak dok ne ozna¢imo pocetnu poziciju igre.

Teorem 1. IzloZeni algoritam ispravno klasificira pozicije. Drugim rije¢ima, pozicije
s oznakom N su doista tipa N, a pozicije s oznakom P su doista tipa P.

Dokaz. Struktura dokaza da je svaka pozicija ispravno oznacena je takoder rekurzivna.
Svaka zavrS§na pozicija znaci poraz za igraca koji je na potezu pa ona doista treba dobiti
oznaku P. Uzmimo neku poziciju p i pretpostavimo da su sve pozicije iz S(p) ispravno
oznacene.

Ako neka od g € S(p) ima oznaku P, tada igra¢ koji je na potezu kod pozicije p
naprosto treba odigrati potez koji igru prevodi u poziciju g. To mu po pretpostavci
garantira pobjedu pa zakljuCujemo da je pozicija p dobitna za igraca koji je na potezu,
tj. ona je N pozicija.

Ako sve pozicije iz S(p) imaju oznaku N, tada igra¢ koji je na potezu kod pozicije p
u suStini nema izbora. Bilo kojim svojim potezom ¢e prevesti igru u N poziciju, koja je
pak po definiciji gubitna upravo za igraca koji je odigrao taj potez. Dakle, p je doista
P pozicija.

Pretpostavimo da je neka konkretna igra ve¢ potpuno proucena, u smislu da su
pozicije klasificirane na gornji nacin. Pobjednik je odreden tipom pocetne pozicije igre:
Pobjeduje prvi igra¢ ukoliko je ona tipa N, a drugi igraC ako je pocetna pozicija tipa
P. StoviSe, gornji algoritam i njegov dokaz opisuju pobjednicku strategiju: Igrac koji se
zatekne u poziciji tipa N naprosto treba povuci neki potez koji igru prevodi u poziciju
tipa P. Nakon toga ¢e njegov protivnik morati odigrati neki potez koji igru opet stavlja
u N poziciju i postupak se ponavlja dok igra ne zavrsi u nekoj P poziciji, a njegov
protivnik viSe ne moZe odigrati potez.

Tlustrirajmo sada ovu opcenitu teoriju na jednom primjeru.
Primjer 1. (Damina igra.) Na pocetku igre na Sahovskoj plo¢i se nalazi jedino

dama, i to na polju {8, kao na slici 1. U jednom potezu je moguce damu pomaknuti
za bilo koji broj polja, ali samo u smjerovima: lijevo, dolje i ukoso lijevo-dolje. Izgubi
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igra€ koji viSe ne moZe odigrati potez, tj. kada se dama nade na polju al. Koji igra¢ ima
strategiju za pobjedu? Ukoliko pobjeduje prvi igra¢, opiSite neki njegov dobitni pocetni
potez.

a b ¢ d e f g h

Slika 1. Damina igra.

Igru je navodno smislio matemati¢ar R. P. Isaacs, premda je njena ekvivalentna
formulacija ve¢ bila poznata u staroj Kini. Tamo se igrala pomocu dvije hrpe kamencica,
koje su zapravo odredivale horizontalnu i vertikalnu poziciju dame na ploci. Analizirao
ju je matemati¢ar W. A. Wythoff, u ¢iju Cast se ponekad naziva i Wythoffova igra.

Pozicija u ovoj igri je naprosto odredena poljem na kojem se trenutno nalazi dama.
Zato je prakti¢no upisivati oznake N i P u sama polja Sahovske ploce i to ¢inimo po
navedenom algoritmu. Stupci g i & nam nisu vaZzni, jer dama ionako ne moZze sti¢i na
neko od tih polja, pa ih ostavljamo praznima.

Jedino polje al odgovara nekoj zavrSnoj poziciji pa ono dobiva oznaku P. Oznacavanje
¢emo ubrzati ako odmah primijetimo da se iz svih preostalih polja u retku I, stupcu
a i na dijagonali dama moZe pomaknuti u al/ pa sva ta polja moraju dobiti oznaku N;
pogledajte lijevu plocu na slici 2. Promotrimo sada npr. polje ¢2. Iz njega dama moZze
do¢i samo u N poziciju pa ono dobiva oznaku P. To pak uzrokuje da sva preostala polja
u retku 2 i stupcu c¢ te polja d3, e4, f5 budu oznacena s N. Nastavljamo rasudivati na taj
nacin dok ne popunimo stupce a-f kao na desnoj ploci na slici 2.
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Slika 2. N i P pozicije za daminu igru.

Konaéno treba uociti da polazno damino polje odgovara N poziciji pa ¢ée uz idealnu
igru pobijediti prvi igrac. On naprosto treba pomaknuti damu s f8 na neku od dostupnih
P pozicija, tj. na neko od polja f4, d6 ili 8.
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Damina igra se moZe odigrati protiv racunala na web stranici [5]. Zainteresirani
citatelj moZe procitati o njenim poopcéenjima u ¢lanku [1] i u knjizi [2]. Kao korisnu
vjezbu ostavljamo i zadatak koji obraduje malu varijaciju damine igre. Kratka rjeSenja
zadataka za vjezbu su dana na kraju ovog teksta.

Zadatak 1. (Varijanta damine igre.) Dama se nalazi na polju g7 Sahovske ploce i
krece se kao u prethodnom primjeru. Ovog puta su Cetiri srediSnja polja iskljucena iz
mogucih pozicija, npr. okupirana su nekim figurama koje ne sudjeluju u igri; pogledajte
sliku 3. Koji igra¢ ima strategiju za pobjedu?
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Slika 3. Varijanta damine igre.

Profinjenje pojma N i P pozicija ¢ine tzv. Sprague-Grundyjevi brojevi, koje ¢emo jo$
krade zvati S-G brojevima. Do njih su nezavisno dosli R. P. Sprague [9] i P. M. Grundy
[6]. Prisjetimo se da za poziciju p skup S(p) sainjavaju sve pozicije u koje se iz p
moze dodi jednim potezom. Rekurzivno definiramo nenegativne cijele brojeve g(p).

e Za svaku zavr$nu poziciju p stavimo g(p) = 0.

e Promotrimo neku poziciju p za koju g(p) jo$ nije definiran, ali su definirani svi
brojevi g(q), g € S(p). Potom stavimo da g(p) bude najmanji nenegativni cijeli
broj koji nije jednak niti jednom od brojeva g(q), g € S(p). Simbolicki,

g(p) := min (No \{e(q): q € S(p)}>.

e Ponavljajmo postupak dok ne definiramo S-G broj za pocetnu poziciju igre.

Lako je provjeriti sljedecu ¢injenicu: Pozicija p je tipa P ako i samo ako vrijedi
g(p) = 0. Dokaz te tvrdnje je gotovo identi¢an dokazu teorema 1 pa ga izostavljamo.
U tom smislu S-G brojevi doista poopéuju N i P tipove pozicija.

VaZnost Sprague-Grundyjevih brojeva ne lezi u proucavanju jedne zasebne igre, vec
zbroja nezavisnih nepristranih igara. Pretpostavimo da naSi igraci istovremeno imaju na
raspolaganju dvije igre G; 1 G2, koje se mogu igrati svaka za sebe. Zbroj igara G i
G, je nova igra G| ® G, kod koje odigrati potez znaci odigrati dozvoljeni potez u igri
G, ili odigrati dozvoljeni potez u igri G,. Drugim rije¢ima, igra¢ koji je na redu moZe
sam odabrati u kojoj od igara Zeli povuéi potez. Opet se podrazumijeva da gubi igra¢
kojem viSe ne preostaje dozvoljenih poteza, niti u igri G; niti u igri G,. Prirodno je
pozicije u G| © G, identificirati s uredenim parovima (py,p2), sastavljenim od pozicije
p1 iz igre G, i pozicije p, iz igre G;.

Zelimo analizu zbroja dviju igara svesti na analizu svake od igara zasebno. Prirodno
je zapitati se moZe li se opisati N i P pozicije u G| & G, pomocéu N i P pozicija u
igrama G| i G,. NaZzalost, odgovor je negativan, ali igra G| & G, se ipak moZe potpuno
analizirati ako znamo S-G brojeve za G; i G;.
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Teorem 2. Oznacimo s g, i g» funkcije koje daju S-G brojeve pozicija redom u
igrama Gi i Gy. Pozicija (p1,p2) u igri G\ @ Gy je tipa P ako i samo ako vrijedi

81(p1) = g2(p2)-

Dokaz. Opet koristimo rekurzivne definicije. Zavr$ne pozicije (pi, pz) u G, ® Gy
su svakako tipa P i za njih je gi(p1) = 0 = g2(p2). Uzimo neku poziciju (p1,p2) 1
pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve pozicije u koje se iz nje moze doci jednim
potezom, a to su upravo pozicije oblika (g1,p2) za g1 € S(p1) i pozicije oblika (py, ¢2)
za g2 € S(p2).

Pretpostav1m0 najpnje da za poziciju (p1,p2) vrijedi gl(p ) = g2(p2). Ako naredni
igra¢ odluci povu01 potez koji je dozvoljen u igri G; i doéi u poziciju (q1,p2),

q1 € S(p1), tada ée po konstrukciji funkcije g; vrijediti gi(q1) # g1(p1), odakle je
gi(q1) # & (pz) Po pretpostavci su sve takve pozicije (q1,p2) tipa N, a isto vrijedi i za
pozicije (p1,92), g2 € S(p2). ZakljuCujemo da se iz (p;,p2) dolazi jedino u N pozicije
pa ona mora biti tipa P, kao $to se i tvrdi.

Pretpostavimo sada da za (py,p2) vrijedi g1(p1) # g2(p2) i bez smanjenja opéenitosti
neka je g1(p1) > g2(p2). Opet po definiciji S-G brojeva u igri G; znamo da za svaki
cijeli broj 0 < m < g1(p1) postoji pozicija g; u koju se moZe pomaknuti iz p; i za koju
vrijedi g1(q1) = m. Posebno to vrijedi ako uzmemo ba§ m = g>(p>) i na taj nacin igra
G ® G, moze prijedi u poziciju (q1,p2) za koju je g1(q1) = g2(p2). Po pretpostavci
je to P pozicija. Dakle, iz (p1,p2) se moZe pomaknuti u neku poziciju tipa P pa je ona
sama tipa N. O

Evo jednog primjera gdje je potrebno izraCunati S-G brojeve i primijeniti teorem 2.

Primjer 3. (Igra lovaca.) Na Sahovskoj ploci se nalaze dva lovca, u pocetku na
poljima bl i cl. Oni se mogu pomicati za bilo koji broj polja, ali samo u smjerovima
lijevo-gore i desno-gore. Osim toga su im zabranjena Cetiri srediSnja polja, kao na slici
4. U jednom potezu igra¢ pomice lovca po izboru. Igra zavrSava kada se oba lovca
nadu u retku 8. PokaZite da prvi igra¢ ima pobjednicku strategiju i nadite njegov pocetni
potez koji mu osigurava pobjedu. Sto se mijenja ako lovci krecu s polja al i d1?
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Slika 4. Igra lovaca.

Jedan od lovaca se krece samo po bijelim, a drugi samo po crnim poljima. Zato su
njihova kretanja nezavisna i predstavljaju dvije zasebne igre Ciji zbroj Zelimo prouditi.
Prvom od lovaca su zavrS$ne pozicije polja a8, ¢8, e8, g8 i njima trebamo dodijeliti S-G
vrijednosti 0. Sada poljima b7, d7, f7, h7 pridruzujemo S-G brojeve 1 jer se iz njih u
jednom potezu dolazi upravo u prethodno navedene pozicije. Nadalje, polja a6, c6, €6,
g6 imaju S-G brojeve 2, jer se iz svakog od njih moZe pomaknuti upravo u pozicije s
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brojevima 0 i 1, a sli¢no polja b5, f5, h5 dobivaju broj 3. Stvari postaju zanimljivije s
poljem c4. 1z njega se moZe pomaknuti samo u polja a6 i b5, koja imaju oznake 2 i
3. Kako se medu njima ne pojavljuje 0, zakljuCujemo da polju c4 treba pripisati broj
0. Ako nadalje promotrimo polje d3, onda vidimo da se iz njega dolazi u pozicije s
oznakama 0, 2 i 3. Najmanji nenegativni cijeli broj kojeg nema na tom popisu je broj
1 pa polju d3 odgovara S-G broj 1. Nastavljajuci ovaj postupak popunjavamo sva bijela
polja Sahovske ploce kao na lijevoj polovici slike 5, a potom i crna polja (za drugog
lovca) kao na desnoj polovici iste slike.

810 0 0 0 8 0 0 0 0
7 1 1 1 1 711 1 1 1
6|2 2 2 2 6 2 2 2 2
5 3 3 3 513 3 3
4|4 Oigg 4 4 4 iggo 4
3 1 1 0 5 315 0 1 1
212 0 5 1 2 1 5 0 2
LG 2 4 2 12 @ 2 |3
a b ¢ d e f g h a b ¢ d e f g h

Slika 5. S-G brojevi za igru lovaca.

Polazna polja lovaca imaju S-G brojeve 3 i 4. Po teoremu 2 znamo da je pozicija
(b1,cl) tipa N pa pobjeduje prvi igrad. Prvim potezom treba dovesti lovce na polja s
istim S-G brojevima, $to se moze postici jedino tako da se drugi lovac pomakne s c/ na
polje g5, koje ima S-G broj 3.

Ako na pocetku radije stavimo lovce na al i dI, tada pobjeduje drugi igra¢. Naime,
oba polazna polja imaju broj 2 pa je podetna pozicija (d1l,al) tipa P, opet prema
teoremu 2.

Sljedeci zadatak je preuzet iz [2].

Zadatak 4. (Skakaceva igra.) Skakac je postavljen na polje g2 i dozvoljena su mu
samo 4 smjera za skokove, kao na slici 6. Prestaje se kretati kada dode na neko od polja
a7, b7, a8, b8. Pored ploce se nalazi hrpa od 8 neiskoriStenih figura. U jednom potezu
se ili pomice skakaca ili uzima neki broj figura s hrpe. Kao i obi¢no, gubi igra¢ koji
viSe ne moze igrati. Koji ¢e igra¢ pobijediti? Ukoliko je to prvi igrac, opiSite njegov
pobjednicki potez.

8
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Slika 6. Skakaceva igra.
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Jo§ jedan zadatak Ce Citatelju dobro do¢i ako Zeli uvjeZbati naucenu analizu.

Zadatak 5. (Igra dame i pijuna.) Dama se nalazi na polju g8 i krece se kao u
primjeru 1. Pijun je postavljen na polje h2 i krece se kao Sto je u Sahu uobicajeno, osim
Sto viSe ne sudjeluje u igri kada jednom dode na polje h8. Potez se sastoji od pomicanja
dame ili pijuna. Koji igra¢ moZe racunati na pobjedu?
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Slika 7. Igra dame i pijuna.

Na slican se nacin definira zbroj od nekoliko nepristranih igara Gy, Go,...,G,,
ali tada ne vrijedi naivno poopcenje teorema 2, veé treba uvesti tzv. nim zbrajanje.
Zainteresirani Citatelj moZe naéi osnove opcenite Sprague-Grundyjeve teorije u vrlo
opseznoj 1 zabavnoj knjizi [2]. Posebno upudujemo na primjer tzv. Northcottove
igre, koja je naprosto “Sahovska” preformulacija mnogo poznatije igre Nim, obradene
naprimjer u ¢lancima [3] i [7]. MoZe se igrati na web stranici [4].

RjeSenja zadataka za vjezbu

RjeSenje zadatka 2. Na slici 8 su izraCunate N i P pozicije. Kako je pocetna pozicija g7 tipa
P, zakljuCujemo da pobjeduje drugi igrac.

8 810 0|11 0 0 1 1
7N NN NN N(@® 710 o[2 1/0 0 1 1
6/ NN N P N N N 612 22 3 2 22
5| N NN NN s|1 1.2 1 4 3 2 3
4N N N P N 4(10/0 3/4 0/ 0 1 1
3I[N P N NN NN 310 0 2 3/0 0 2 1
2NN P N NN N 2101 22 1120)2
1/P NN N N N 1fr 1.2 3 1 1 20
a b ¢ d e f g h a b ¢ d e f g h
Slika 8. N i P pozicije za varijantu Slika 9. S-G brojevi za skakaca u
damine igre. skakacevoj igri.

Rjesenje zadatka 4. Standardno se izralunaju S-G brojevi za skaka¢a; pogledajte sliku 9. Sto
se ti¢e hrpe figura sa strane, njihov S-G broj je naprosto trenutni broj figura na hrpi. Na pocetku
su S-G brojevi 2 i 8 pa pobjeduje prvi igra¢ i to tako da s hrpe uzme tocno 6 figura.
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RjeSenje zadatka 5. S-G brojevi i za damu i za pijuna su prikazani na slici 10. Kako njihove
pocetne vrijednosti nisu jednake, pobjeduje prvi igra¢ pomicanjem dame na d5.

s/7/8 69 o1 ()0
706 7.8 1.9 10 3]1
6|53 4.0 6 8 100
s|4 53 27 6 9|1
4314 56 20 1]0
312 001 5.3 4 81
2|12 04 53 7@
101234 56
a b ¢ d e f g h

Slika 10. S-G brojevi za igru dame i pijuna.
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