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diferencijalne jednadzbe

Bosko Sego', Tihana Skrinjari¢?

Uvod

Mnogi ekonomski fenomeni mogu se formulirati kao ekonomsko-matematicki model
i zatim rjeSavati adekvatnim matematickim aparatom. Jedan od mogucih pristupa
jest onaj koji se primjenjuje u okviru matematicke ekonomije. Pritom se rjeSavaju
odgovarajuce diferencijalne, odnosno diferencijske jednadZbe, odnosno sustavi tih
jednadzbi. Matemati¢ka ekonomija kao znanstvena disciplina omogucava ekonomistima
dinamicku analizu razli¢itih pojava, ¢iji je glavni rezultat vremenska putanja. Ona ce
biti rjeSenje spomenutih jednadzbi ili sustava jednadZzbi, pri Cemu se ispituje njezina
dinamicka stabilnost. Sam pojam vremenske putanje odnosi se na ovisnost razmatranih
varijabli o vremenu, a ispitivanje dinamicke stabilnosti odnosi se na utvrdivanje postojanja
grani¢ne vrijednosti tih varijabli kada vrijeme teZi u beskonacnost.

Buduci da se ekonomske veli¢ine ne mijenjaju skokovito, ¢esto se u ekonomiji koriste
diferencijalne jednadZbe. Najprije ¢emo definirati temeljne pojmove o diferencijalnim
jednadZzbama i neke metode za njihovo rjeSavanje, a potom ¢emo, na primjeru modela
trziSne ravnoteZe kao tipi¢nom primjeru implementacije diferencijalnih jednadZzbi u
ekonomiji, prikazati rjeSavanje diferencijalnih jednadZbi.

Opcenito o linearnim diferencijalnim jednadzbama prvog reda

Jednadzba oblika
F (1, ¥(1), (1)) =0, (D
gdje je y = y(r) traZena vremenska putanja vremena naziva se obi¢nom diferencijalnom
jednadzbom prvog reda, Cije je rjeSenje vremenska putanja y = y(z). U ovom radu
fokusirat éemo se na linearne diferencijalne jednadZzbe prvog reda s konstantnim
koeficijentima:

Y +ay=b, (2)
gdje su a,b € R. Naime, u praksi se pokazuje kako se modeliranje ekonomskih
problema najceS¢e svodi na rjeSavanje linearnih diferencijalnih jednadzbi prvog ili
drugog reda.

Jednadzbu prikazanu u (2) moZemo rijeSiti metodom separacije varijabli. Ako je
b =0, rije¢ je o homogenoj jednadZbi

y +ay=0. (3)
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Ideja ove metode je da se varijabla ¢ i njezin diferencijal dt razdvoje od varijable y i
njenog diferencijala dy. Dakle, (3) ¢emo zapisati najprije kao

dy
—= =0, 4
il (4)
a potom separirati (razdvojiti) varijable y i ¢:
dy dt
A = 5
=/ 5 (5)
d
2o _aar (6)
Yy
Integriramo li i lijevu i desnu stranu jednadZzbe (6) dobivamo
d
D_ _4 / d, 7
Yy
odakle nalazimo traZeno rjeSenje
Iny=—at+c, ceR, (8)
odnosno u nelogaritamskom obliku
y=e @ =¢"%.C CEcR, 9)
pri ¢emu je konstanta C = e“. Dakle, traZzena vremenska putanja je
y(t)=C-e . (10)

Ako se radi o nehomogenoj jednadzbi (2), tada najprije rijeSimo pripadnu homogenu
jednadzbu i u tom rjeSenju konstantu C tretiramo kao funkciju varijable ¢ (primjenjujemo
metodu varijacije konstante):

y()=C()-e an
i to opce rjeSenje homogene jednadZbe uvrstimo u (2):
Ct)-e“—a-C(t)-e“+a-C(t)- e =b. (12)
Slijedi
(1) - e = b, (13)
dcC
= e " =bh / -edt, (14)
dC = bedt, (15)
paiz
/dC =b /e“’dt, (16)
nalazimo traZeno rjeSenje
b
Ct)y=-¢"+c. (17)
a

Konac¢no, dobivenu funkciju C(¢) uvrstimo u opce rjeSenje (11):

b b
y(t) = (—e’”—i—c) e ==+4c-e " (18)
a a
RjeSenje dano izrazom (18) je vremenska putanja y(¢). Dakle, varijabla y ovisi

samo o vremenu #, te stoga mozemo analizirati vrijednost varijable y u odredenom
vremenskom trenutku, ili §to se u dugom roku dogada s varijablom y — kaZzemo da
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analiziramo dinamicku stabilnost vremenske putanje. Dugi rok znaci da varijabla ¢ raste
u neizmjerno, §to znaci da racunamo limes funkcije y(7) kada ¢ tezi u 4oo:

b
- a>0

. . b —at a
tlginooy(t)tl}inoo<;+c'e > 400, a<0ic>0

—00, a<0ic<0

(19)

Model trzista jednog proizvoda

Sada ¢emo razmotriti jednu primjenu rjeSavanja diferencijalne jednadzbe prvoga reda
s konstantnim koeficijentima. Radi se o modelu trZiSta jednog proizvoda na kojemu
se susreu potraznja za nekim dobrom g, i ponuda tog dobra g;. Pretpostavlja se da
ponuda i potraZnja ovise samo o cijeni p razmatranog dobra:

qa = 4a (P) 1 gy =gy (P) : (20)

Funkcija potraZznje g, za proizvodom je padajuca funkcija cijene p jer porast cijene

uzrokuje smanjenje potraznje, dok je s druge strane funkcija ponude rastuc¢a funkcija

cijene p jer porast cijena potiCe proizvodace na vecu proizvodnju i prodaju radi

ostvarenja vecih zarada. UobiCajeno se pretpostavlja da su obje funkcije linearne, $to
moZemo simbolicki pisati na sljede¢i nacin:

qa=—ap+b, ab>0 (21)

qgs =—d+cp, c,d>0. (22)
RavnoteZa na trZiStu se ostvaruje kada je ponuda jednaka potraznji, medutim, na trZistu
zbog kontinuirane promjene trazene i nudene koli¢ine dolazi do promjene cijene, pa
pretpostavljamo da je promjena cijene proporcionalna visku potraZnje:

d

d—’;:k(qdqu), k> 0. (23)
Relacija (23) ima jednostavno objasnjenje: ako je potraznja veca od ponude, vrijedi
(g4 — q5) > 0 pa je promjena cijene pozitivna, $to znaci da dolazi do poveéanja cijene.
Dakle, ako je na trziStu ponuda veca od potraznje, ponudaci ée povecati cijene s
obzirom na bolju poziciju na trZiStu. Obrnuto, ako je potraZznja manja od ponude, vrijedi
(ga — g5) < 0 1 doéi ée do smanjenja cijene. UvrStavajuci (21) i (22) u (23), dobivamo:

d
d—IZ:k(ber—(aJrc)p). (24)
Sredivanjem relacije (24), dobivamo diferencijalnu jednadZbu prvoga reda s konstantnim
koeficijentima:

dp

dt+k(a+c)p:k(b+d). (25)
Prema (10) rjeSenje pripadne homogene jednadZzbe
d
P\ ka+e)p=0 (26)
dt
je
p(t)=C(r) -7t (27)
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pa primjenom metode varijacije konstante nalazimo traZenu vremensku putanju
b+d
a+tc’

Relacija (28) prikazuje cijenu proizvoda kao funkciju vremena. Bududi da su k, a, ¢ >
0, vrijedi

p(t)=C- e klator 4 (28)

b+d b+d

—_— = = * . 29
+ a—+c a+c p (29)
Dakle, u dugom roku, ako nema vanjskih utjecaja na ponudu i potraZnju za proizvodom

- — i . p—klate)
t—]>l4r»noop(t) Z—I}inoo C ¢

na trzistu, dolazi do stabilizacije cijene oko ravnotezne vrijednosti p* = PR Tada su
a C

ravnotezna potraznja i ponuda jednake:
bc —ad

gt 4+ b = b>0 30
qti ap + a+c’ a, > ) ( )
bc —ad
G =—dtep=2"9% cda>o0. (31)
’ a—+c
Primjer

Konaéno, na primjeru ¢emo prikazati analizu modela trzita za jednim proizvodom.
Zadane su funkcije potraznje i ponude u ovisnosti o cijeni p(¢) linearnim funkcijama:

Gu=—p+2 i g =—0.75+05p.

Pronadimo vremensku putanju cijene uz pretpostavku da je promjena cijene
proporcionalna visku potraznje s koeficijentom 0.5, ako je poletna cijena p(0) = 2.
Diskutirajmo dinamicku stabilnost cijene.

UvrStavanjem zadanih funkcija potraznje i ponude u (23), dobivamo relaciju promjene
cijene na trzistu:

dp
— =05 (-1.5 2.75).
= ( p + )

Sredivanjem prethodne relacije, dolazimo do diferencijalne jednadzbe po varijabli p:
dp

— +0.75p = 1.375.
dt + P

RjeSenje pripadne homogene jednadZzbe je
p(t)=C(r) e 7.

Primjenom metode varijacije konstante, nalazimo da je traZena vremenska putanja

p()=C-e """ 1183
Buduci da je poznat pocetni uvjet, moZemo izracunati konstantu C:

p(0)=C-e P01 183=2
p(0)=C+183=2 = C=0.17.

Konac¢no, traZzena vremenska putanja je

p(t) =0.17¢7"7" 4 1.83.
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Kako bismo ispitali dinamicku stabilnost dobivene vremenske putanje cijene, odredit
¢emo limes kada ¢ teZi u +o0:

* _ 13 — 1 —0.75 _
p = lim p,= lim [e7""' +1.83] = 1.83.

Dakle, u dugom roku dolazi do stabilizacije cijene na trZi$tu, na ravnoteZnu razinu od
1.83 novcanih jedinica. U tom slu€aju ravnoteZna potraznja, odnosno ponuda je 0.17
odgovarajucih jedinica.
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