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56. Drzavno natjecanje iz matematike
Trogir, 8. — 10. travnja 2015.

Matematicka natjecanja su ove Skolske godine pocela 29. sije€nja 2015., kada su
odrzana 8kolska (odnosno gradska) natjecanja. Zupanijska natjecanja su odrzana 27.
veljace. Na temelju konacnih rezultata Zupanijskih natjecanja, odreden je popis ucenika
koji ¢e sudjelovati na Drzavnom natjecanju.

Zadatke za sve razine natjecanja prireduje Drzavno povjerenstvo koje se sastoji od tri
potpovjerenstva s po 20-ak ¢lanova: za osnovne Skole, srednje Skole A varijante i srednje
Skole B varijante. Tajnica drZavnog povjerenstva ove je godine DraZenka Kovacevié,
prof., viSa savjetnica za matematiku Agencije za odgoj i obrazovanje.

Drzavno natjecanje iz matematike za ucenike osnovnih i srednjih $kola ove je godine
odrzano u dvije osnovne Skole: OS kralja Zvonimira u Segetu Donjem i OS “Ivan
Duknovi¢” u Marini. Od pozvanih 253 ucenika sudjelovalo je njih 252 i to: 83 iz
osnovnih Skola (V. — 20, VI. - 21, VIIL. - 21, VIII. — 21), 94 iz srednjih $kola A varijante
(I. = 23, II. — 22, III. — 25, IV. — 24) i 75 iz srednjih Skola B varijante (I. — 19, II. — 18,
II. - 19, IV. — 19).

Sudionici drzavnog natjecanja su bili smjeSteni u hotelu Medena.

Prvog dana odrZan je sastanak DrZavnog povjerenstva u hotelu Medena, a zatim smo
se podijelili i svaka grupa je otiSla u svoju osnovnu $kolu, gdje su obavljene pripreme za
sutrasSnje natjecanje. Navecer je u kongresnoj dvorani hotela Medena odrZano sve¢ano
otvaranje. Prisutnima su se obratili: Dominik Matkovié, ravnatelj Osnovne $kole kralja
Zvonimira, Seget Donji, Viade Matas, ravnatelj podruznice Split Agencije za odgoj i
obrazovanje, Mirko Matijas, ravnatelj Osnovne $kole “Ivan Duknovi¢”, Marina i na
kraju Mea Bombardelli, predsjednica DrZzavnog povjerenstva.

U Cetvrtak u 9 sati pocelo je natjecanje. Uenici OS rjefavali su zadatke 3 sata,
a ulenici SS 4 sata. Poslije podne je povjerenstvo pregledavalo i ocjenjivalo uéenicka
rjeSenja, a navecer su se, nakon sluzbene prezentacije rjeSenja, rjeSavale Zalbe. Nakon
svega odrzan je zavrSni sastanak DrZzavnog povjerenstva i donesene su odluke o
nagradama. Po ve¢ ustaljenim pravilima odredeno je 19 ucdenika koji ¢e tokom travnja
sudjelovati na Hrvatskoj matematickoj olimpijadi u borbi za mjesto u ekipama za 56.
Medunarodnu matematicku olimpijadu u Tajlandu i 9. Srednjoeuropsku matematicku
olimpijadu u Sloveniji. Posljednjeg dana, prije proglaSenja rezultata, odrzan je Okrugli
stol na kojem su sudjelovali M. Bombardelli, D. Kovagevi¢, Z. Buranji, N. Antonéi¢ i
mentori ucenika.

Na svecanom proglasenju najboljim mladim matemati¢arima urucena su priznanja i
skromne nagrade, knjige u izdanju Hrvatskog matematickog drustva. Osnovnoskolcima
je uruceno 9 prvih, 7 drugih i 12 treé¢ih nagrada, dok je 19 ucenika bilo pohvaljeno.
Za srednje je Skole podijeljeno 7 prvih, 7 drugih, 9 tre¢ih nagrada i 22 pohvale za A
varijantu, te 6 prvih, 7 drugih, 9 treéih nagrada i 14 pohvala za B varijantu.
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Nagrade i pohvale

A varijanta

I. razred

Petar Nizi¢-Nikolac, XV. gimnazija, Zagreb, Marko Prolosc¢ié, 1II. gimnazija Osijek,
Osijek (I. nagrada); Tadej Petar Tukara, XV. gimnazija, Zagreb (II. nagrada); Nikola
Sole, V. gimnazija, Zagreb, Luka Banovi¢, Gimnazija Andrije Mohorovicica Rijeka,
Rijeka (III. nagrada); Tea Arvaj, IIl. gimnazija, Osijek, Paula Vidas, XV. gimnazija,
Zagreb, Ivan Sinc¢i¢, Gimnazija Andrije Mohorovici¢a Rijeka, Rijeka (pohvala).

II. razred

Adrian Beker, XV. gimnazija, Zagreb, Lukas Novak, Gimnazija Josipa Slavenskog
Cakovec, Cakovec (I. nagrada); Robert Benié, XV. gimnazija, Zagreb, Patrik Papac,
Gimnazija Dubrovnik, Dubrovnik, Josip Kelava, Prva gimnazija Varazdin, Varazdin
(III. nagrada); Ela Dimoli, XV. gimnazija, Zagreb, Marin Njiri¢, Gimnazija Dubrovnik,
Dubrovnik, Marin KneZevi¢, XV. gimnazija, Zagreb, Timon Spiegl, Srednja Skola
Krapina, Krapina, Mario Zec, Gimnazija, Daruvar (pohvala).

III. razred

Petar Orli¢, XV. gimnazija, Zagreb (I. nagrada); Leon StareSini¢, XV. gimnazija,
Zagreb, Daniel Paleka, Gimnazija Franje Petri¢a, Zadar, Domagoj Brada¢, XV.
gimnazija, Zagreb (II. nagrada); Andrija Mandi¢, XV. gimnazija, Zagreb, Marko Jukic,
XV. gimnazija, Zagreb (IIl. nagrada); Marin SinoZi¢, Gimnazija Andrije Mohorovicica
Rijeka, Rijeka, Karlo Serbetar, Gimnazija “Fran Galovi¢”, Koprivnica, Ivan Barta, XV.
gimnazija, Zagreb, Mihovil Struci¢, Gimnazija Franje Petri¢a, Zadar, Kristijan Rupic,
XV. gimnazija, Zagreb (pohvala).

IV. razred

Ivan Lazarié, Gimnazija Pula, Pula, Kristijan Stefanec, XV. gimnazija, Zagreb (I.
nagrada); Josip Pupié, XV. gimnazija, Zagreb, Vedran Mihal, Gimnazija “Matija Mesi¢”,
Slavonski Brod (II. nagrada); Kristijan Vedran Budrovéan, XV. gimnazija, Zagreb,
Matej Pavlovié¢, 3. gimnazija Split, Split (IIl. nagrada); Ivan Miosi¢, Srednja Skola
fra Andrije Kacica MioSic¢a, PloCe, Tonko Sabolcec, XV. gimnazija, Zagreb, Nikola
Salgaj, Prva gimnazija Varazdin, Varazdin, Pasko Majcenovié, Gimnazija Franje Petrica,
Zadar, Bruno Bijelié¢, V. gimnazija, Zagreb, Branimir Filipovi¢, XV. gimnazija, Zagreb,
Aleksandar Opancar, XV, gimnazija, Zagreb, Kristijan Vukeli¢, Gimnazija Lucijana
Vranjanina, Zagreb, Ivan Zufi¢, Gimnazija Pula, Pula (pohvala).

B varijanta

I. razred

Benyamin Taourirt, Srednja Skola Ivanec, Ivanec (I. nagrada); Josip Ivancevic,
Srednja Skola Petra Segedina, Korcula (II. nagrada); Ivan Petar Draski¢, 1. gimnazija,
Zagreb (III. nagrada); Azra Tabakovié, Tehnicka Skola, Karlovac, Ivan Novak, Srednja
Skola Vrbovec, Vrbovec, Tea Juraci¢, Prirodoslovna skola Vladimira Preloga, Zagreb,
Karlo Macek, Tehnicka skola Cakovec (pohvala).

II. razred

Patrik MatoSevi¢, Gimnazija i strukovna Skola Jurja Dobrile, Pazin (I. nagrada); Matej
Salkovié, Srednja Skola Ambroza Haracica, Cres, Mihaela Wang, V. gimnazija “Vladimir
Nazor” Split, Split (II. nagrada); Lugo Mihovili¢, Gimnazija Lucijana Vranjanina,
Zagreb, Antonijo Mariji¢, Klasi¢na gimnazija fra Marijana Lanosovica, Slavonski Brod,
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Marija Pulji¢, 1. gimnazija, Zagreb, Lucija Glazer, Gimnazija Bjelovar, Bjelovar (IIL.
nagrada); Tin Zupancic¢, Srednja $kola “Ban Josip Jelaci¢”, Zapresi¢, Veronika Brkié, V.
gimnazija “Vladimir Nazor” Split, Split, Borna Zbodulja, Srednja Skola Ivanec, Ivanec
(pohvala).

III. razred

Antonio Buljan, V. gimnazija “Vladimir Nazor” Split, Split (I. nagrada); Ivan Kuljak,
Srednja Skola Zlatar, Zlatar (II. nagrada); Mia BarZié, Srednja Skola Vrbovec, Vrbovec,
Tin Komericki, Tehnicka Skola Rudera BoSkoviéa, Zagreb (III. nagrada); Katarina
Zornada, Gimnazija i strukovna Skola Jurja Dobrile, Pazin, Damir Cupié, Srednja $kola
Mate Balote, Pore¢, Dora Antunovié, Srednja Skola Petra Segedina, Korcula, Margareta
Sigmund, Tsusovacka klasi¢na gimnazija s pravom javnosti u Osijeku, Osijek (pohvala).

IV. razred

Martin Bajzek, Srednja Skola Zlatar, Zlatar, Iva Brni¢, 1l. gimnazija, Zagreb, Marta
Han, Srednja Skola fra Andrije Kacica MioSi¢a, Makarska (I. nagrada); Marijana
Zrili¢, Gimnazija Jurja Barakovica, Zadar, Luka Banovié, Isusovacka klasi¢na gimnazija
s pravom javnosti u Osijeku, Osijek, Karlo Liovié, Gimnazija Lucijana Vranjanina,
Zagreb (II. nagrada); Antonio MatuSan, Srednja Skola Markantuna de Dominisa Rab,
Rab, Patrick Mijatovi¢, Gimnazija “Matija Mesi¢”, Slavonski Brod (III. nagrada); Marin
Milina, Srednja Skola Petra Segedina, Korcula, Dario Stuhne, Srednja Skola Krapina,
Krapina, Viktorija Blagec, Prirodoslovna $kola Vladimira Preloga, Zagreb (pohvala).

Zadaci s drzavnog natjecanja — A varijanta

I. razred

1. Oko okruglog stola nalazi se deset stolica oznacenih redom brojevima od 1 do 10
(pri ¢emu su stolice 1 i 10 susjedne) i na svakoj sjedi po jedan vitez. Svaki vitez
na pocetku ima paran broj zlatnika. Istovremeno svaki vitez pokloni polovinu
svojih zlatnika svom lijevom susjedu, a pola svojih zlatnika svom desnom susjedu.
Nakon toga vitez na stolici 1 ima 22 zlatnika, a svaki iduéi za dva viSe, sve do
viteza na stolici 10 koji ima 40 zlatnika. Koliko je zlatnika na pocetku imao vitez
koji na kraju ima 36 zlatnika?

2. Dokazi da ne postoji prirodni broj n takav da 6" — 1 dijeli 7" — 1.

3. Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi za koje vrijedi a® + b* + ¢* = 3. Dokazi
da vrijedi
a*+3ab®  b*+3b* ¢t + 3cd’
< 4.
a+20° b +2 A+2d T

4. Na plo¢i se nalazi prvih n prirodnih brojeva (n > 3). Ante ponavlja sljedeci
postupak: najprije po volji bira dva broja na plo¢i, a zatim ih povecava za isti
proizvoljni iznos. Odredi sve prirodne brojeve n za koje Ante, ponavljanjem tog
postupka, moZe postici da svi brojevi na ploci budu jednaki.

5. KruZnice k; i k sijeku se u to¢kama A i B. Pravac [ sijeCe kruZnicu k; u
tockama C i E, a kruznicu k, u tockama D 1 F tako da se tocka D nalazi
izmedu C i E, atoCka E izmedu D i F. Pravci CA i BF sijeku se u to¢ki G, a
pravci DA i BE u to¢ki H. Dokazi da je CF || HG.
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II. razred

1.

Neka su a, b, ¢ i d medusobno razli¢iti realni brojevi. Ako su a i b rjeSenja
jednadzbe x> — 10cx — 11d = 0, a c i d rjeSenja jednadzbe x* — 10ax — 115 = 0,
odredi zbroj a+b+c+d.

. Odredi sve trojke prirodnih brojeva (p,m,n) takve da je p prost broj i da vrijedi

p"—n’=38.

. Neka je ABC fSiljastokutni trokut u kojem je |AC| > |AB|. Neka je N noZiSte

visine iz A na stranicu BC. Neka je tocka P na produZetku duzine AB preko
vrha B, te neka je toc¢ka Q na produzetku duzine AC preko vrha C tako da
je BPQC tetivni Cetverokut. Ako vrijedi |[NP| = |[NQ|, dokaZi da je N srediste
kruZnice opisane trokutu APQ.

. Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je a + b + ¢ = 1. Dokazi da

vrijedi

a+b+c<11+1+1
a+b> b+ c+a® " 4\a b )’

. Skakavac se na pocetku nalazi u ishodiStu brojevnog pravca, na broju 0, a zatim

skace uvijek u istom smjeru. Za prirodni broj k, skakavac u prvom skoku dolazi
na broj 1, a svaki sljedeci skok je to¢no k puta dulji od prethodnog. Na mjestu
svakog viSekratnika broja 2015 nalazi se rupa. Odredi sve prirodne brojeve k
takve da skakavac moZe skociti 2015 puta, a da pritom ne uskoci u rupu.

III. razred

1.

2.

U trokutu ABC vrijedi |BC| + |AC| = 2|AB| i IBAC — JCBA = 90°. Odredi
kosinus kuta JACB.

Odredi sve trojke prirodnih brojeva (p,m,n) takve da je p prost broj i da vrijedi
2"pr 41 =n’.

U nekoj drzavi izmedu svaka dva grada postoji ili izravna autobusna ili izravna
Zeljeznicka veza (sve veze su dvosmjerne i ne prolaze ni kroz jedan drugi grad).
Dokazi da je gradove u toj drzavi moguce rasporediti u dva disjunktna skupa tako
da je sve gradove u jednom skupu moguce obi¢i putujucéi samo Zeljeznicom tako
da se nijedan grad ne posjeti dvaput, a sve gradove u drugom skupu putujuci samo
autobusom tako da se nijedan grad ne posjeti dvaput.

Na stranici AC trokuta ABC nalaze se to¢ke D i E tako da je tocka D izmedu
C 1 E. Neka je F sjeciSte kruZnice opisane trokutu ABD s pravcem koji prolazi
kroz to¢ku E i paralelan je s BC tako da se to¢ke E i F nalaze s razli¢itih strana
pravca AB. Neka je G sjeciSte kruZnice opisane trokutu BCD s pravcem koji
prolazi kroz tocku E i paralelan je s AB tako da se to¢ke E i G nalaze s razli¢itih
strana pravca BC. Dokazi da tocke D, E, F i G leZe na istoj kruZnici.

Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je a + b + ¢ > 1. Dokazi da
vrijedi
a—bc b—-—ca c—ab < 3

a+bc+b+ca+c+ab )
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IV. razred
1. Odredi sve funkcije f : R — R takve da za sve realne brojeve x i y vrijedi

FO)(x+£0) =2f () +5f (x).

2. Neka je ABC pravokutni trokut s pravim kutom u vrhu C. Neka su A’, B’, C’
redom noZi$ta okomica povucenih iz tezista trokuta ABC na pravce BC, CA, AB.
Odredi omjer povrsina trokuta A’B'C’ i ABC.

3. Odredi sve prirodne brojeve n za koje postoji djelitelj d broja n takav da

dn+1|d* +n’.
4. Neka je n prirodni broj. Odredi sve pozitivne realne brojeve x za koje vrijedi
22 32 (n+1)? » n(n+ 3)
+ ottt =+ ——.
x+1 x+2 xX+n 2

5. Na ploc¢u dimenzija 8 X 8 postavljaju se tromino-ploc¢ice oblika BZ! tako da svaka
tromino-plocica prekriva to¢no tri polja ploce, a medusobno se ne prekrivaju.
Koliko je najmanje tromino-plocica potrebno postaviti na plo¢u ako Zelimo da se
nakon toga viSe ne moZe postaviti nijedna dodatna tromino-plocica?

Zadaci s drzavnog natjecanja — B varijanta

I. razred

X cy az

+ + ?
xy+ab+bx yz+bc+cy zx+4ca+az
2. Prirodne brojeve redom ispisujemo tako da formiraju spiralu brojeva kao na slici:

—>—>@ﬁ
@%
8] [5l[a][3] [2]

Pozicija nekog broja odreduje se u odnosu na broj 1. Primjerice, broj 24
nalazi se za 1 mjesto udesno i 2 mjesta prema gore. Odredite poziciju na kojoj
se nalazi broj 2015 u odnosu na broj 1.

1. Ako je xyz = abc, koliko je

3. Svaki je ¢lan Maricine obitelji popio 4 decilitra mjeSavine kave i mlijeka. Koli¢ina
kave i mlijeka je razli¢ita u svakoj Salici, ali nikad nije nula. Marica je popila
jednu cetvrtinu ukupne koli¢ine mlijeka i jednu Sestinu ukupne koli¢ine kave.
Koliko ¢lanova ima Maric¢ina obitelj?

4. Skup tocaka (x,y) u koordinatnoj ravnini za koje vrijedi
x| <a, a€Z,a>0, x+y=0, |1 -y <2,

sadrzi 2015 tocaka s cjelobrojnim koordinatama. Odredite broj a i povrSinu danog
skupa tocaka.
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5. Dokazite da je za svaki n € N to¢no jedan od brojeva A, = 221 — 2"+ 11 §
B, = 221 {27 4 1 djeljiv s 5.

II. razred
1. Odredite realni parametar k tako da sustav jednadzbi

2
1 5
|:Im (Z+§i):| :|Z+2|2+Z i Im(z)—2Re(z):k, z€C

ima samo jedno rjeSenje?
2. U pravokutnom trokutu kojemu je ¢ duljina hipotenuze, a, b duljine kateta te

o, B njima redom nasuprotni kutovi, vrijedi nejednakost 5c* > 6a’c? + 8b*.
Odredite sve vrijednosti koje mogu poprimiti kutovi o i 8 u tom trokutu.

3. Rijesite sustav jednadzbi

xVx+y/y =126
x+y—12(vx+/y) +36+2/xy = 0.

4. Pinokio ponedjeljkom i utorkom govori istinu, subotom uvijek laze, a ostale dane
u tjednu ili govori istinu ili laZe. Na pitanje “Koji ti je predmet u $koli najdrazi?”
Sest uzastopnih dana u tjednu davao je redom sljedece odgovore: “Povijest”,
“Matematika”, “Zemljopis”, “Fizika”, “Kemija”, “Fizika”. Koji predmet Pinokio
najvise voli? Objasnite svoj odgovor.

5. To¢ka E je poloviste stranice AB kvadrata ABCD. Na dijagonali AC odabrana je
tocka F' tako da je trokut EFD pravokutan s pravim kutom u F. U kojem omjeru

toc¢ka F dijeli dijagonalu AC?
III. razred
1. Uredeni parovi (a,b) i (c,d) su rjeSenja sustava jednadzbi
logyys x +logg y = 4
log, 225 —log, 64 = 1.
Izraunajte logs,(abed).

2. Ako su a, b, c¢ duljine stranica trokuta, o, §, ¥ njima nasuprotni kutovi i R
polumjer trokutu opisane kruZnice, dokazite da vrijedi

@+ b* + ¢* = 8R*(1 + cos acos B cos ).
3. U trostranoj piramidi ABCD pobocka BDC okomita je na osnovku ABC,

|[BD| = |DC| =1, a svi bo¢ni bridovi pri vthu D zatvaraju kut od 60°. Odredite
obujam trostrane piramide.

4. Nad stranicama pravokutnog trokuta kojemu su a, b duljine kateta, konstruirani
su prema van kvadrati. IzraCunajte (u ovisnosti o a i b) povrsinu trokuta kojemu
su vrhovi u srediStima konstruiranih kvadrata.

5. Odredite sve proste brojeve p, g i prirodan broj r tako da vrijedi

P’ +q +pg=r.

IV. razred

1. Odredite podru¢je definicije funkcije f(x) = v/x—2vx—1 i odredite broj
rjeSenja jednadzbe f (x) = a, u ovisnosti o realnom broju a.
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2. Izracunajte povrsinu trokuta kojemu duljine dviju stranica iznose 13 cm i 14 cm,

2813
9 cm

a duljina simetrale kuta izmedu tih dviju stranica iznosi

1
3. Zadani su pravci p;...y = =x, p2...y = 9x i tocka T(6,—1). Odredite
jednadZbu pravca koji prolazi tockom T, a os apscisa, pravce pi, p» i os ordinata
sije¢e redom u to¢kama A, B, C, D tako da vrijedi |[AB| = |CD]|.
4. Zadane su sljedece funkcije:
X

) =10 gv) =tog (35) . M) =g (@), ) = b (-1 (x)).
za sve n > 2. Odredite zbroj znamenaka broja hag15(1).

5. Na nekom koSarkaskom turniru ekipe “Vukovi” i “Medvjedi” su prvu cCetvrtinu
odigrali nerijeSeno. Bodovi koje su Vukovi osvojili u svakoj od 4 cetvrtine Cine
rastu¢i geometrijski niz, a bodovi koje su Medvjedi osvojili po Cetvrtinama Cine
rastudi aritmeticki niz. Na kraju su Vukovi pobijedili s jednim bodom razlike. Niti
jedna ekipa nije osvojila viSe od 100 bodova. Odredite ukupan broj bodova koje
su obje ekipe zajedno osvojile na kraju prvog poluvremena.

* x Kk
Ucenici pozvani na Hrvatsku matematicku olimpijadu, tj. kandidati za medunarodna
natjecanja su:
I. razred: Petar Nizi¢-Nikolac, Marko Prolosci¢
IL. razred: Adrian Beker, Lukas Novak, Robert Benic, Patrik Papac, Josip Kelava

IIL. razred: Petar Orli¢, Leon Stare§ini¢, Daniel Paleka, Domagoj Bradac, Andrija
Mandié, Marko Jukié

IV. razred Ivan Lazarié, Kristijan Stefanec, Josip Pupic¢, Vedran Mihal, Kristian Vedran
Budrovéan, Matej Pavlovié

6. Hrvatska matematicka olimpijada odrzana je 18. i 19. travnja (zajednicki testovi) i
25. travnja (test za IMO i test za MEMO). U nedjelju 26. travnja odrZano je proglasenje
pobjednika. Najuspjesniji na ovogodiSnjem HMO-u je Ivan Lazarié.

Zeljko Hanjs

ey
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