Sudoku
i druge popularne kombinatorno-logicke drustvene igre

Zarko Culié¢!

Na Matematickom odsjeku PMF-a pocelo je od ljetnog semestra Skolske godine
2014./2015. predavanje novog fakultativnog kolegija pod nazivom Metode rjeSavanja
sudokua kojeg mogu pohadati studenti svih studija, a vodi ga redoviti profesor Nikola
Sarapa.

Zasto bas sudoku? Iako se igre opcenito mogu dijeliti prema razli¢itim kriterijima
[5], mi ¢emo ovdje ukratko usporediti najpopularnije kombinatorno-logicke drustvene
igre dana$njice koje su rasprostranjene i popularne u cijelom svijetu.

Sah je najpoznatija misaona druStvena igra. Prvo spominjanje Saha datira s kraja 6.
stoljeca, ali opéenito se smatra da je nastao znatno ranije, vjerojatno oko pocetka nase
ere i to u Indiji [14]. Igraju ga 2 osobe na Sahovskoj ploci s 32 bijela i 32 crna polja
te dva seta po 16 bijelih i 16 crnih figura, primjenjujuéi ne pretjerano komplicirana
osnovna pravila s ciljem ’matiranja’ protivnika / suigraca. Kada naudite osnovna pravila
zapravo naucite uglavnom micati figure, ali ¢e vas iole bolji suigra¢ pobijediti u 4 do
10 poteza. Da bi bili uspjesniji u igri morate prouciti mnoge partije, nacine otvaranja,
nacine napada, obrane i na kraju zavrSnice s razli¢itim figurama. Zato postoje brojne
Sahovske knjige, ali i klubovi u kojima se stalnim igranjem usavrsava taktika, brojne
opcije i Ceste pozicije. Broj moguéih kombinacija procjenjuje se na oko 2.28 - 10%.
Ve¢ nakon 2 poteza postoji 72084 razlicitih pozicija. Broj mogucih varijanti razvoja
igre nakon 40 poteza procjenjuje se na oko 10''3 do 10'?° [15]. Premo¢ racunala
nad ¢ovjekom u Sahu je svakako neupitna u skoroj buduénosti zbog kona¢nog broja
poteza, iako trenutno, vjerojatno, joS uvijek nisu jaca od najboljih svjetskih velemajstora
bez obzira §to je prvu pobjedu nad nekim aktualnim svjetskim prvakom ostvarilo IBM
racunalo “Deep Blue” 1996. godine nad Gari Kasparovim, jednim od najboljih igraca
Saha u povijesti. Kasparov je dobio prvi me¢ 4 : 2, a veé sljedece godine je odrZan
revan§ u kojem je “Deep Blue” pobijedio ukupnim rezultatom 3% naprama 2%. Iako
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je Kasparov na pocetku donekle olako shvatio taj me¢, ve¢ se u drugoj partiji Zalio
na pomo¢ “ljudskog faktora” racunalu i u zavrSnici te partije je propustio remizirati
ponavljanjem poteza. Tijekom tog kontroverznog meca nikome nije dopusten pristup
prostoriji s racunalima i opremom, bilo je i “psiholoskih pritisaka” na Kasparova, a
poslije meca nikome nisu dani na uvid “logfile” zapisi partija iako je to bilo unaprijed
dogovoreno. Nakon meca je oprema Deep Blue-a ubrzo demontirana i nije dopuSten
revan§, a dionice IBM-a su skocile 15% (o dogadaju je snimljen zanimljiv film: “Game
Over: Kasparov and the machine”) [17].

Go je najstarija poznata strateSka igra na svijetu nastala u Kini oko 2000. godine
prije nove ere [18]. Igraju je dva igraca koji naizmjence postavljaju svoje crne i bijele
figure na plocu koja se sastoji od 19 vodoravnih i 19 okomitih linija s ciljem stvaranja
tzv. ’teritorija’ i preko njih kontrole pozicije na ploci. U igri Go je naglaSena strateSka
komponenta, a broj mogucih poteza nadmasuje onaj u Sahu. Iako je ve¢ 1964. osnovan
prvi Go-klub u Hrvatskoj i 1970. Go savez Hrvatske, a Rije€anin Zoran MutabZija dva
puta osvojio naslov prvaka Europe [8], igra Go kod nas, a i u svijetu opcenito, nikad
nije stekla popularnost kao Sah ili bridz.

Najpoznatija kartaSka igra je svakako Bridz. Igraju je 4 osobe podijeljene u dva
para sa Spilom od 52 karte. Sama pravila su prili¢no zahtjevna i bez tecaja uvoda
u bridz od 10-tak sati teSko da cete ga uopée i moci zapoceti igrati [6]. Stoga i
postoje brojne knjige (viSe nego o Sahu) i klubovi koji organiziraju tecajeve, ali i igre
bridza viSe puta tjedno. Hrvatski bridZz savez je osnovan 1991. i okuplja sve klubove
u Hrvatskoj [24]. U Zagrebu su najpoznatiji klubovi Brid? klub dr. Jurica Tomljenovic¢
na FER-u [23] i Zagrebacki bridZ klub u Domu sportova [22]. Smatra se da je bridZz
kombinacija iznosi (52!)/((13!)*) $to priblizno iznosi 5.36 - 10*®. Svako dijeljenje
je zapravo nova partija jer postoji (52!)/(13!39!) razli¢itih dijeljenja, odnosno to¢no
635013559600 [3]. Ljepota ove igre je to §to u turnirskom bridZu svi igraju s istim
kartama, pa se iskljucuje sreca, a po kona¢nim rezultatima se vidi koji je par uspjesniji
i bolji. Analiza vjerojatnosti raspodjele karata kod suigratkog para znacajno utjece na
strategiju igre. BridZ je igra koja razvija kolektivnost jer uspjeh u igri iskljucivo ovisi od
razumijevanja i suradnje s partnerom s kojim su svi dogovori dopusteni, ali moraju na
zahtjev suparnika ili suca biti pojasnjeni. Postoje brojni turniri diljem svijeta na kojima
su bogate nagrade, a organiziraju se i razliita nacionalna i svjetska prvenstva, pa se
pojedinci odlucuju na profesionalno bavljenje bridZom.

Puno manje zahtjevna i viSe kucna kartaska igra je Preferans, gdje igraju 3 osobe
sa $pilom od 32 karte [7]. Preferans je vrlo zanimljiva igra kojoj draZ daje moguénost
igranja ne samo na sve Stihove (licitacija Sans), ve¢ i igra bez Stihova (licitacija Betl).
Ishod u preferansu ipak primarno ovisi o sreci u kvaliteti dobivenih pocetnih karata i
talona. Da bi se to izbjeglo, preferans klubovi primjenjuju turnirsko igranje i bodovanje
kao u bridZu tako da je sre¢a svedena na minimum [19].

Pasijans kartaSke igre namijenjene su jednoj osobi i uglavnom su manje logicki i
kombinatorno zahtjevne, te iako su globalno popularne, prvenstveno su namijenjene
kratkotrajnoj osobnoj zabavi i razbibrizi. Mogu se nadi u razli¢itim desktop i internet
varijantama i igrati kad god pozelite.

Rubikova kocka je kombinatorna 3-D igra koju je 1974. godine izmislio madarski
profesor arhitekture Erno Rubik, a svjetsku je slavu stekla 80-tih godina proSlog
stolje¢a. Kocka se sastoji od 6 strana s 3 x 3 manjih kockica u 6 razli¢itih boja
(dizajna) koje se mogu okretati u sve tri osi: naprijed-nazad, lijevo-desno i gore-
dolje. Cilj je sloziti kocku na nacin da je na svakoj stranici jedna boja (isti dizajn).
Ukupno ima 8!-37 (mogucnost rasporeda 8 vrhova kocke, od kojih je 7 neovisnih)
-(12!/2) (nadina razmjeStaja 12 strana) -2 (11 rubova se mogu okretati neovisno)
= 43252003274489856000 razli¢itih kombinacija, odnosno oko 43.2 - 10'®. Ako
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gledamo teoretski sve moguce kombinacije, tada ih ima 8!-3% . 12!-2!2, odnosno 12
puta viSe ili tocno 519024039293 878272000 [20]. Na internetu moZete naéi brojne
stranice koje nude instant rjeSenja za slaganje prvog, srednjeg i zadnjeg sloja kocke
jednostavnim okretima u nekoliko koraka. Na taj nacin svi koji to Zele mogu postati
‘majstori’ za rjeSavanje Rubikove kocke [21].

Ono $to je 80-tih godina proSlog stoljeca bila Rubikova kocka, to je 2005. postala
logicka igra Sudoku [9]. Ova igra se prvi put pojavila 1979. godine u prilogu americkog
Casopisa Dell Magazines pod nazivom Number Place (brojevno mjesto) i smatra se
da je autor umirovljeni americki arhitekt Howard Garns. Pet godina kasnije se igra
pojavila u japanskim novinama Monthly Nikolist, Nikoli, pod japanskim nazivom koji
je kasnije skraden u sudoku, a znaci ‘single number’ (jedan broj). Svjetski putnik i
umirovljeni sudac Wayne Gould 1997. godine posjecuje Japan i upoznaje se s igrom
sudoku te pocinje izradivati raCunalni program za generiranje sudokua. Krajem 2004.
londonski 7Times objavljuje Gouldove sudokue, a u sijecnju 2005. se igra pojavljuje i
u Daily Telegraphu. Od tada se sudoku prosirio diljem svijeta nevjerojatnom brzinom
i postao medunarodni hit kao kombinatorna igra razmjeStaja brojeva na bazi logike.
Danas postoje svjetska prvenstva [14], brojne internet stranice, specijalizirane tiskovine,
blogovi, kao i1 knjige koje se bave iskljucivo s igrom sudoku.

Od 2005. sudoku postaje svjetski popularna igra za sve uzraste od 6 do 106 godina.
Prednosti igre sudoku su izuzetno jednostavna pravila i to Sto vam ne treba suigrac, a
mozete je igrati bilo gdje i bilo kada. Budud¢i da sudoku danas izlazi u gotovo svim
dnevnim i tjednim tiskovinama potrebna vam je samo olovka. Takoder, brojne besplatne
sudoku desktop i internet aplikacije omogucuju igranje na mobitelima, tabletima i
racunalima te preko interneta u svako vrijeme [12]. Te cinjenice, kao i izuzetno
jednostavna i lako razumljiva knjiga Sudoku izazov — Od pocetnika do majstora, koju
iskreno preporu¢am svima, a posebno pocetnicima, autora profesora N. Sarape i D.
Sarape [1], bile su poticaj za pokretanje ovog fakultativnog kolegija na Matemati¢kom
odsjeku, a ujedno i kao pandan sli¢nim fakultativnim predmetima Sah i Uvod u brid% na
FER-u.

Broj razli¢itih sudokua iznosi priblizno 6.67 - 10°! ili 6670903 752021072936 960
tocno. Ako se uzmu u obzir simetrije poput rotacija, zrcaljenja i permutacija dolazimo
do ukupno 5472730538 jedinstvenih rjeSenja [9]. Vidimo da sudoku ima manje
kombinacija od $aha i bridza, ali visSe od Rubikove kocke.

Postoji €itav niz izvedenica izvornog sudokua: Mini sudoku (6 x 6), Sudoku XP
(16 x 16), Kiler sudoku (regije su nepravilnog oblika i razli¢ite veli¢ine uz zadanu
sumu brojeva u regiji), X sudoku (u obje dijagonale treba upisati sve brojeve od 1 do
9), Jigsaw sudoku (regije nisu kvadrati, ve¢ celije od 9 polja nepravilnog oblika poput
puzzli), Color sudoku (postoje dodatna podrucja obojena razliitim bojama koja treba
popuniti brojevima 1 do 9), itd.

Standardni sudoku ima 9 x 9 polja podijeljenih u 9 redaka, 9 stupaca i 9 manjih
3 x 3 kvadrata. Reci se najceS¢e oznacuju sa slovima A do I pocevsi od gornjeg, stupci
se oznacuju brojevima 1 do 9 slijeva nadesno, a kvadrati rimskim brojevima I do IX
redom pocevsi od gornjeg lijevog kvadrata. Blok ¢ine 3 povezana kvadrata u retku ili
stupcu. Ako nema oznaka tada se polja oznacavaju s brojem retka i stupca, npr. 12s4
oznacava polje u drugom retku i ¢etvrtom stupcu.

Pravila su kao $to smo rekli, izuzetno jednostavna: svaki od devet redaka, devet
stupca i devet 3 x 3 kvadrata sudokua kojeg ¢ini mreZa od 9 x 9 polja, trebaju sadrzavati
sve brojeve od 1 do 9 tako da se u svakom retku, stupcu i kvadratu brojevi 1 do 9
pojavljuju samo jednom. Nevjerojatno je da je igra s tako jednostavnim pravilom, koje
stane u jednu jedinu re€enicu, postala svjetski popularna. Dakako, postoje i dodatna
pravila koja oplemenjuju igru, ali nisu nuZna: da nema viSe od 32 upisana pocetna
broja; da je sudoku simetri¢an, odnosno da su popunjena ista pocetna polja kada se
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sudoku zarotira za 180° (oba pravila je predloZio japanski list Nikoli 1986.); da se
sudoku moZe rijesiti isklju¢ivo primjenom logickih metoda bez potrebe za pogadanjem
(za $to se zalaze Peter Gordon [2]) i da postoji samo jedno to¢no rjeSenje sudokua (ovo
je uglavnom opéeprihvacéeno pravilo).

Postoji preko 70 razli¢itih metoda za rjeSavanje sudokua: od osnovnih, standardnih,
naprednih i vrlo naprednih koji znaju biti teski i vrlo zahtjevni, do metoda pokuSaja
1 pogreSaka, odnosno pogadanja [10], [11]. Tablicu najces¢ih metoda moZete naci na
[25]. Terminologija sudokua je dosta neujednaCena i razni autori koriste razlicite ili
sli¢ne nazive za iste pojmove i tehnike rjeSavanja. Npr. za pojam povezanih podrudja
(povezana polja u retku, stupcu ili kvadratu) koriste se ovisno o autorima, termini House,
Home i Unit, a za zadnji preostali broj u praznom polju retka, stupca ili kvadrata, tzv.
zadnji broj (ZB), koriste se termini Full House i Last Digit. Ako u nekom polju postoji
samo jedan broj (kandidat) za rjeSenje tog polja, taj broj zovemo jedini (ociti) broj
(JB), engleski naziv je Naked Single, a ako je taj broj jedini u povezanom podrucju, ali
nije odmah vidljiv zbog postojanja i drugih kandidata u tom polju, tada koristimo naziv
skriveni broj (SB) engleski nazivi su Hidden Singl i Pinned Digit.

Danas se za generiranje i rjeSavanje sudokua koriste isklju¢ivo racunalni programi
[9]. Rjesavanje se svodi na nekoliko metoda, najcesce na backtracking algoritam, tj.
sistemski oblik pokuSaja i pogreSaka, a programi za rjeSavanje se koriste i za zadavanje
pocetnih brojeva u mreZi. U pocetku su se sudoku mreZe konstruirale rucno, a danas
se to obavlja uglavnom preko posebnih algoritama. Nacin je sljedeci: u pocetnu mrezu
upisuju se brojevi slucajnim izborom i rasporedom i tada se pokreée program za
rjeSavanje. Ako zadana mreZa ima jedinstveno rjeSenje, proces je gotov, a ako rjeSenje
ne postoji, odnosno mreza je u kontradikciji, jedan broj se uklanja s podetne mreza
i ponavlja provjera. Ako zadana mreZa ima viSe rjeSenja, izabire se samo jedno i
algoritam dodaje u pocetnu mrezu onoliko brojeva koliko je potrebno da bi se dobilo
jedinstveno rjeSenje. Svaki proizvoda¢ aplikacija za generiranje i rjeSavanje sudokua
ima svoje specificnosti u klasifikaciji sudokua; u osnovi su sli¢ne uz razlike u broj¢anim
koeficijentima i pripadnim metodama. Svaka metoda ima svoju teZinu, uobicajeno od
1.0 do 10.0; npr. zadnji preostali broj u povezanom podrucju ima teZinu 1.0, a forsirani
lanci (Forcing Chains) 8.0 do 10.0. U ovisnosti o metodama koriStenim/ nuZnim za
rjeSavanje, sudokui se najceSce klasificiraju u pet standardnih teZina kao kod programa
Sudoku Explainera [13]:

1. Lagano (Easy): tezina 1.0 do 1.3 (osnovne + neke standardne metode)

2. Srednje (Medium): tezina 1.4 do 1.6 (+ standardne metode)

3. Tesko (Hard): tezina 1.7 do 2.5 (+ napredne metode)

4. Vrlo tesko (Fiendish): tezina 2.6 do 6.2 (+ pojedine vrlo napredne metode)

5. Ekstremno teSko (Diabolical): tezina > 6.2 (4 vrlo napredne metode)

U pojedinim programima postoji i finija raspodjela tako da je klasifikacija lagano
podijeljena u vrlo laganu (very easy) i laganu (easy), srednja u umjerenu (moderate)
1 naprednu (advanced), vrlo teska u vrlo teSku (very hard) i davolsku (fiendish), a
ekstremno teska u unfair ili nightmare 1 behind nightmare Cija je teZina iznad 10.0.

Minimalni broj upisanih pocetnih brojeva je 17 (§to do danas nije dokazano teoretskim
pristupom ve¢ samo pretrazivanjem svih rjeSenja u potrazi za sudokuom sa 16 pocetnih
brojeva [4]), a maksimalni 32 (iznad toga se smatra da bi sudoku bio previSe lagan).
Ovaj maksimalan broj nije obavezan, tako da u praksi mozete nacéi sudoku igre i s
viSe pocetnih brojeva. Ponekad su sudokui s viSe pocetnih brojeva teZi od onih s
manje pocetnih brojeva, tako da broj pocetnih brojeva tek u kombinaciji s njihovim
razmjeStajem u mrezi 9 x 9 polja odreduje stvarnu teZinu sudokua.

Tako logika nalaze da se rjeSavanje sudokua poc¢ne u retku, stupcu ili kvadratu s
najvise upisanih pocetnih brojeva, svatko s vremenom usvoji svoj nacin rjeSavanja: neki
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pocinju od gornjeg lijevog kvadrata i idu redom te pretraZuju brojeve koji nedostaju,
dio njih to radi skeniraju¢i po blokovima od po 3 kvadrata, neki pretraZuju cijelu
mreZu uocavajuéi brojeve koji su jedino moguci nakon eliminacije po recima, stupcima
i kvadratima, a dio njih kombinira sve te metode. Pojedini nacini su jednostavniji, ali
ne postoji generalno najbolji pristup za sve mreZe sudokua. Takoder, nakon odredivanja
pojedinog broja i njegovog upisa u mreZu, nastavak je opet individualan, ali je bitno da
se eliminira taj broj iz povezanih polja u retku, stupcu i kvadratu te da se istraZi njegov
ucinak na druga povezana polja.

Za pocetak, rijeSsimo jedan vrlo lagani sudoku.

Primjer 1. (rejting 1.2)
1 2 3 4 5 6 7 8 9

A 619 1|2
Bl 2 3 4 7

cl1 7 8

Ll
E 3 7 V[V v
MIMIES

MoZemo uociti da sudoku ima 32 upisana pocetna broja i da je simetriCan. Idemo
pretraziti gornji lijevi kvadrat I: nedostaju brojevi 3, 4, 5, 7, 8 1 9. Vidimo da broj 3
moZe i¢i u polja Al, A2 i C2, pa analiziramo sljedeci broj 4 i nalazimo da 4 moZe i¢i
samo u polje C3. To je metoda eliminacije po recima i stupcima kojom dolazimo do
skrivenog broja (SB) koji moZe i¢i samo u to polje (pogledajte sliku ispod).

I/R3 4 5 6 7 8 9
1. kvadrat L:
nedostaju 6 9 1 2
brojevi \
3,4,5,7,8i9 B 2 }3 4 7
2. broj 3:
moze u polja C l 7 8
AlLA2iC2
3. broj 4: b 4 ﬁ 2 3
moze samo L
u polje C3 E 3 7 vIviv
(vidi sliku) VIV IX
Fl7 9 6 | 4
G| 6 3 7
H 4 2 9 8
I 817 61| 4

Za osnovne (bazne) metode profesor Sarapa uvodi nazive metoda eliminacije po recima
i stupcima, metoda pretraZivanja redaka, stupaca i kvadrata, metoda pozicioniranja
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(odredena kombinacija gornje dvije metode) i metoda jednoznacnog odredenog broja u
praznom polju [1], u stranoj literaturi se uglavnom Kkoristi samo naziv ’Cross Hatching’
(krizno pretrazivanje) [11], dok Peter Gordon preferira pretraZivanje po blokovima i za
to koristi termin ’Scanning’ (skeniranje) [2].

Analogno nalazimo sljedeée: 7 u A2, 2 u C6, 4 u A8, 7u D6, 3 u F6, 3 u D7, 8
uF7,7uH3,4uG4,4uE5 2uF5 2uEl 8uE2 5uF3 1 uD3 (zadnji broj u
kvadratu IV, ZB), 6 u E4, 6 u B5, 8 u A5, 8 uBl,5uC4 (ZB),5u Al,5uB7, 1u
Bf, 6uC7,9uC8,3uA9(ZB),2uG3,9ull,8uG6,3ul8, 5uG8, 5ul2,5u
HS5, 1 u IS (ZB), 9 u G7, 3 u H8 (SB u stupcu 1), 1 u G2 (ZB), 3 u C2 (ZB u stupcu
2), 9 u B3 (ZB), 9 u D5 (ZB u stupcu 5), 5 u E6 (ZB u stupcu 6), 1 u H7 (ZB u
stupcu 7), 1 u E8 (ZB u stupcu 8), 9 u E9 (ZB), 8 u D4 (ZB u retku 4), 1 u F4 (ZB),
6 u H9 (ZB u retku 8) i 2 u 19 (ZB).

Redoslijed rjeSavanja moZe biti i drugaciji. Uodite da je zadnji broj 2 u I9 ne samo
ZB u kvadratu IX, ve¢ ujedno i ZB u retku 9 i ZB u stupcu 9. Analiza: ukupno smo
imali 32 puta eliminaciju po recima i stupcima i 17 puta zadnji broj u praznom polju
retka, stupca ili kvadrata, odnosno 32 x skriveni broj (SB) 1 17X zadnji broj (ZB).

Pogledajmo rjeSenje primjera 1:

1 2> 3 4 5 6 7 8 9

AlS | 7619 8 1(2]4 3

B&8|2 93 6 4|57 1

cf1|3 45 7 21698

D4 6 1|89 713 2|5

E|2 |8 3|64 |57 |19 I\Il \I/I \|/”|
ViV 1x

FI 79 511]12]3]18|6] 4

G|6 1 214 3 819 5|7

H|3 4 712 5 91]8]6

119 5 8|17 1, 6[4]3 2

Na kraju, rijeSite sami jedan lagani sudoku.

Zadatak 1. (rejting 1.5; analiza: 14xZB, 36x SB u kvadratu, 4x SB u stupcu)
1 2 3 4 5 6 71 8 9

A 5 4 9 2
B| 4 6 7
C 2 8 9
D 3 7
Tulm
E 4 3 6 Vv |v
IR
F 2 4
G 3 7 5
o 1 3 2
1 4 7 8 1
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Nastavak slijedi u sljede¢im brojevima MFL-a.
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