
Rješenje nagradnog natječaja br. 209

Odredi x2 + y2 + z2 ako su x , y i z pozitivni cijeli brojevi takvi da je

7x2 − 3y2 + 4z2 = 8 (1)

16x2 − 7y2 + 9z2 = −3. (2)

Prvo rješenje. Iz 16 · (1) − 7 · (2) imamo y2 + z2 = 149, a iz 7 · (1) − 3 · (2) dobivamo
x2 + z2 = 65. Mogućnosti su (y, z) ∈ {(10, 7), (7, 10)} i (x, z) ∈ {(1, 8), (8, 1), (7, 4), (4, 7)} .
Odavde dobivamo z = 7, x = 4 i y = 10. Kako ove vrijednosti zadovoljavaju dane jednadžbe
slijedi x2 + y2 + z2 = 165.

Drugo rješenje. Promatrajmo sistem jednadžbi

7x2 − 3y2 + 4z2 = 8

16x2 − 7y2 + 9z2 = −3

x2 + y2 + z2 = S

kao sistem lineranih jednadžbi po x2 , y2 , z2 . Rješavanjem dobivamo x2 = S−149, y2 = S−65,
z2 = 214 − S . Kako su x2 , y2 , z2 pozitivni brojevi imamo 149 < S < 214. Kako S − 65 mora
biti potpun kvadrat dobivamo S ∈ {165, 186, 209} . Za ove vrijednosti je 214 − S ∈ {49, 28, 5} ,
Ovdje je samo 49 potpuni kvadrat i S = 214− 49 = 165. Nadalje je 165− 149 tako -der potpuni
kvadrat, odakle slijedi da je traženi zbroj jednak 165.
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