Jedna nejednakost u vezi s trokutom i neke njene posljedice i

Sefket Arslanagic'

U ovom radu ¢emo dati dokaz nejednakosti
he < sy < 1o, (D)
gdje su h. i 2. visina i teZiSnica trokuta ABC, povuCene iz njegovog vrha C i s, je
duljina simetrale kuta ¥ = JACB tog trokuta. Najprije ¢emo dokazati ovaj teorem.

Teorem 1. U svakom trokutu simetrala kuta leZi izmedu visine i teZiSnice povucenih
iz istog vrha trokuta.

Dokaz. Neka su |CD| = h., |CE| = s, i |CF| =1, (D, E, F € AB), visina,
simetrala kuta y i teZi$nica trokuta ABC (slika 1). Ne smanjujuéi opcenitost, moZzemo

pretpostaviti JAC| < |BC|, pa je tada BAC > JABC, a takoder je JACD < 4BCD.
Sada je

1
JACD < 5JACB i JACD < JACE.

C

A DEF ¢ B
Slika 1.
Odavde zakljucujemo da se to¢ka D nalazi izmedu A i1 E.
Na osnovu teorema o simetrali unutarnjeg kuta trokuta imamo
|AE| _ |AC]|
[BE| — [BC|

AC 1
Posto je |AC| < |BC|, tj. % < 1, te je i |AE| < |BE|. Kako je |BE| > §|AB|,

1
zaklju€ujemo |AE| < §|AB| ili JAE| < |AF| $to znaci da tocka F lezi izmedu E i B.
Tako smo dokazali da se tocka E nalazi izmedu D i F.

Posljedica 1. Ako je trokut ABC jednakokracan, tocke D, E i F se podudaraju tj.
he =sy =ty.
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Napomena 1. Lako se dokaZe da je za pravokutan trokut ABC (JACB = 90°),
sy = CD simetrala kuta {DCF .

Dokazat ¢emo jo§ jedan teorem.

Teorem 2. U trokutu ABC vrijedi sljede¢a nejednakost
tc S a+b

L 2
Sy 2+ ab 2)
Dokaz. Imamo
2 2 l(Za2 +2b* — ?) 2 50 2 2
<t_c) .4 :(a+b) 2a° 420" —c 3)
Sy s%/ ab b2 — 2 dab (a + b)2 —c2
@rgpllater el
Preostaje nam dokazati nejednakost
2 2_ 2
2a”+2b° — ¢ > 1
(a+b)? —c?
(4)

= 282420 - > (a+b)? - (jerjea+b>c)
< (a—b)*>0.
Dakle, nejednakost (4) vrijedi. Sada iz (3) i (4) imamo

ANCEL
Sy 4ab

Jednakost vrijedi ako i samo ako je a = b. Sada iz nejednakosti izmedu aritmeticke
i geometrijske sredine dva pozitivna broja imamo

b
at > Vab, (a,b>0)

a odavde dobivamo (2).

2
a odavde 5
a—+
— > 1. 5
2y ab )
Najzad iz nejednakosti (2) i (5) dobivamo
s,
Sy
tj.
sy < te. (6)

Promatrajmo sada pravokutan trokut CDE (slika 1), kod kojeg je |CD| = h. njegova
kateta i |CE| = s, hipotenuza pa vrijedi |CD| < |CE] tj.
he < §y. @)
Sada iz (6) i (7) slijedi nejednakost (1), tj.
he < sy < te.
Jednakost u (1) vrijedi ako je trokut ABC jednakokracan, |AC| = |BC|.

Napomena 2. Nejednakost #. > s, se moZe jednostavno dokazati i na ovaj naCin: Sa
slike 1 vidimo da je trokut CDE pravokutan pa je kut SCED Siljast, odnosno kut SCEF
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je tupi, a kut SCFE = JCFD je §iljast. Na osnovu ¢injenice da nasuprot veéeg kuta u
trokutu leZi veca stranica, iz trokuta CEF dobivamo <CEF > JCFE — |CF| > |CE|,

.

te 2 sy.
Naravno, u trokutu ABC vrijede i analogne nejednakosti
hae < 5 < 1y (8)
hy < sp < 1. ©)
Nakon zbrajanja nejednakosti (1), (8) i (9) dobivamo
ha +hy +he < sq +5g+ 5y <ty + 1+ 1. (10)

Dokazimo sada sljedeci teorem.

Teorem 3. Ako su h, + h, + h. visine trokuta ABC, a r njegov radijus upisane
kruZznice, tada vrijedi nejednakost:

ha + hy + he > Or. (11)

Dokaz. Imamo

1+1+1_a+b+c_a+b+c_s_s_1
he hy, h. 2P 2P 2P 2P P sr r

gdje je s poluopseg, a P povrsina trokuta ABC. Dakle, vrijedi

1 1 1 1

h_a + h_b + E = ; (12)
Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke i harmonijske sredine tri pozitivna broja i
jednakosti (12) slijedi

hy+h h. 3 .
TR, Lt et byt he > 9,
S
he hy he

a ovo je (11). Jednakost u (11) vrijedi ako je trokut istostranican.
I na kraju dokaZimo ovaj teorem.

Teorem 4. U trokutu vrijedi nejednakost
ta+ty+t. <4R+ 1, (13)
gdje su R i r radijusi opisane i upisane kruznice trokuta ABC.
Dokaz. Ne_ka SU d,, dp, d. redom udaljenosti srediSta opisane kruZnice trokuta ABC
od stranica BC, CA, AB. Tada imamo (nejednakost trokuta):
ta§R+da, tb<R+db7 tch‘i’dc,
a odavde, nakon zbrajanja
to+1t,+t. <3R+d, +dy+d.. (14)
Iz trokuta OBC imamo (to¢ka O je srediSte opisane kruZnice trokuta ABC,
JBOC =2a):
ad, = R*sin2¢, bd, = R*sin2B, cd. = R*sin2y,
a odavde
R?sin2a - R?sin2a

d, = = =R o
“ a 2Rsin o cos &,

te analogno d, = Rcosf3 i d. = Rcos7y.
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Slika 2.

Nakon zbrajanja posljednje tri jednakosti, dobivamo
d, +dp+d. = R(cos o + cos B + cos y),

a odavde zbog poznate jednakosti cos o + cosf +cosy =1+ %,

do+dp+d. =R+ (15)
Sada iz (14) i (15) dobivamo nejednakost

ta+tpy+t. <4R+r,
a ovo je traZzena nejednakost.

Jednakost u (13) vrijedi ako i samo ako je t, = t, = #, (istostranian trokut). Najzad
iz nejednakosti (10), (11) i (13) slijedi

Or <hg+hy+he <sq+sg+sy <tg+1tp+1t <4R+7,
u kojoj jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut istostranican.

Napomena 3. Na kraju ¢emo dati jo§ neke posljedice nejednakosti (1), (8) 1 (9):

fa ot g, o BT s,
Sa  SB Sy ha  hy  he
e BT, fopbhylesy
1, I I So SB Sy

Jednakost u svakoj od Cetiri posljednje nejednakosti vrijedi ako i samo ako je a = b = c,
tj. ako i samo ako je trokut jednakostranican.
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