Formule rekurzije za alternativne kona¢ne sume
potencija prirodnih brojeva

Petar Svircevié!

Vecini srednjoskolaca je poznato, kako je C. F. Gauss (1777.—1855.), jedan od
najvecih matematicara svih vremena, u osnovnoj 8koli brzo zbrojio prirodne brojeve od
1 do 100. Naime, njegov rezon je bio

142+43+...4100 = (1 +100) + (2 +99) + (3+98) + ... + (50 + 51)

50

= 50101 = 5050.

No, op¢a formula za zbroj prvih n prirodnih brojeva, koja se moZe izvesti na vise nacina,
dana je u obliku 14+2+3+...4n= En(n—i— 1). Jednostavno se izvodi i formula rekurzije

pomocu koje se nalaze sume: 124224324 +n?, 13423433 +.. . 4n3, ... Svakako, da
pomocu ovih formula moZemo nadi i ove sloZenije sume: 1-2+2-34+3-4+...+n(n+1),
1-2:342-3-443-4-5+...+nn+1)(n+2), ...

U ovom c¢lanku izvodimo formule rekurzije pomocu kojih moZemo nadi ove
alternativne sume: 1 —2+3 — ...+ (=1)"n, 12 =22 432 — 4 (=1)"n?, ;i
slozenije oblike: 1-2—-2-3+3-4—...+(=1)""a(n+1),1.-2-3-2-3-4+3-4.
5— 4+ (=D)"nn+1)(n+2), ...

Prije nego prijedemo na izvodenje rekurzija uvedimo mnemotehnicke oznake:

Spu(n) =1" 42" 43" 44" 4 ..+ 0" (1)
Sp(n) = 1" = 2" 43" — 4™ 4 (=1)"nm, (2)
zan=12,3,...im=0,1,2,3, ..., gdje je
So(n) = n, (3)
- 1—(=1)
Sotn) = L= @

Naime, vidljivo je da gornji potez na lijevoj strani (2) asocira na alternativou sumu.

Na osnovu definiranih suma (1) i (2) za k = 1,2,3,... izvodimo alternirajuée
formule suma potencija istih eksponenata uzastopnih prirodnih brojeva: (eksponenti su
neparni)

s = ({1 L (s (s

H()5sm ot (2 s + (o 2)52,(_2(11)}}

i (eksponenti su parni)

(5)

' Autor je profesor u mirovini na Zeljeznickoj tehnickoj $koli u Zagrebu,
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So(n) = %H {[(n+1)2k+l_n2k+l] 1_(2_1)"_ [(2k(—)i—1 )—O(n)+(2kii—1 )Sl(n)

2k +1\5 2k +1\< 2k +1
+( ) )Sz(n)+...+(2k_2)52k2(n)+(2k_1)52k1(1/1):|}.
. . y (6)
U navedenim formulama koristimo dobro poznatu rekurziju

Se(n) = IH-Ll {(n+1)k+11 [(1@61 )So(n)Jr(lerl )Sl(”)+"‘+(llii )Skl(n)} } ,

(7)
koju dobijemo ako u razvijenu binomnu formulu (1 + a)¥*! supstituiramo vrijednosti
po redu za a = 1,2,3,...,n, te onda te razvoje zbrojimo.

Da dokaZemo formulu (5) polazimo od razvoja
[1 _ (_1)aa]b — (g) _ (?)(_l)aal + (g)(_l)ZaaZ _ (§>(_1)3aa3
, (8)
+.o+ (—l)b(b>(—1)b“ab,
gdje je b paran broj. Sada u (8) izvr§imo po redu uvrStavanje za a = 1,2,3,...,n,ite
jednakosti zbrojimo. Dobivamo zbroj lijevih strana
1+(—1)" 1—(—=1)" 1—(—=1)"
S,,(n)%Jr [Sp(n)—n"+(n+1)"] % = Sy(n)+ [(n+1)"—n"] %
©)

a zbroj desnih strana

b b\< b b b \g b
(0>So(n)+( 1 )Sl(n)—i—(Z)Sg(n)—i— - +(b72)Sb_2(n)+(b71 )Sb_l(n)—i—(b)Sb(n).
(10)

Nakon izjednacavanja i sredivanja (9) i (10), uz uvazavanje (3) i (4), dobivamo

Sp_1(n) = % {[(n+ 1)? —n # - [(g)So(n) + (?)S_l(n) + (S)Sz(n)

+...+ (bf3>§b,3(n)+ <b32>5b2(n)]}'
(1)

I napokon, ako u (11) supstituiramo b = 2k dobivamo (5), $to je i trebalo pokazati.
Za dokaz rekurzije (6) polazimo od razvoja

a— (17" = (§)a" = (]) (=0 + (5) (-1ar =2 (-2 () (- 1)

(12)
Analognom procedurom kao i u prethodnom sluc¢aju, uz uvjet da je b neparan broj,
dolazimo do traZene formule.

Sada idemo na primjenu rekurzija (5) i (6) odredivati neke sume.
- — 14 (=112 1
Primjer 1. Si(n) = + (=" (2n+ ) (13)

Rjesenje. Ako je k= 1, iz (5) slijedi
— 1 1 —(=1)" 1 1—(=1)"
o e E G 2

ili, nakon sredivanja, dobivamo (13).
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Za formule: Sy(n), S3(n), S4(n), ... moramo znati formule: S;(n), S»(n), S3(n),
... Prema tome navedimo samo neke formule, koje moZemo dobiti iz (7):

$1(n) = gn(n+ 1) (14)

$200) = galn+ (20 + 1), (15)

$5(n) = grd(n+ 1 = S3(n), (16)

Su(n) = %n(n—i— )20+ 1)(32 +3n— 1), (17)

Ss(n) = %nz(nJr 1?2n + 20 — 1), (18)

Se(n) = én(;w1)(2n+1)(3n4+6n3—3n+1), (19)

S;(n) = ﬁnz(n +1)2(3n* + 6n® —n® — 4n +2), (20)

Sg(n) = %n(n + 1)(2n 4+ 1)(51° + 150° + 5n* — 150° — n® +9n — 3), (21)
So(n) = ;—Onz(n 1220 4+ 61° 4+ 1t — 8 + 1+ 61— 3), (22)

Primjer 2. S>(n) = %(—1)”“11(114— 1). (23)

RjeSenje. Ako u (6) stavimo k = 1 dobivamo

i) = 5 { [0+ =] 25 [ (B )50+ (3)si0o |}

Primjer 3. S3(n) = % [—1+ (=1)"""(4n’ + 6n* — 1)] . (24)

RjeSenje. Za k =2 iz (5) dobivamo

S3(n) = 4_11 {[(n—i— 1)* —n'] w — [(g)So(n) + (411)5_1(11) + (3>S2(n)} } .

Ako sada uvrstimo: (3), (13) i (15), tada nakon sredivanja dobivamo (24).
.. — 1
Primjer 4. Sa(n) = 5(—1)"“n(n +1)(n* +n—1). (25)
Uputa. Za k = 2 iz (6) dobivamo

S_4(n)%{[(n+l)5nsl]#

- [(g)go(n) + ()81 + (3)5am) + <§>S3(n)]} _
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Primjer 5.
Ss(n) = = [L+ (=1)""'2n+ 1)(n* +20° —n* —2n+1)]. (26)

Uputa. Za k = 3 iz (5) dobivamo

S5(n) = é {[(n+ 1)6 — n] #

)5+ (§)5i0+ (S ($)00+ ()]} = .

1
=7 (14 (=)' (20 + 5n* — 5n* + 1)]

1
=...=7 14+ (=1 @n+ (' +2n° —n* —2n+1)] .

Napomenimo, da jednadzba n* +2n3 —n> —2n+ 1 = 0 ima dva realna rjeSenja, koja
nisu racionalna, te dva konjugirano kompleksna. Prema tome nema smisla polinom u
(26) dalje rastavljati u faktore.

Primjer 6.

Uputa. S(n) = 48,(n) — 4S;(n) + So(n) = ...

Primjer 8.

Sn)=1-2-2-3+...+(-1)""n(n+1) = 2 (29)
Uputa. S(n) = S2(n) + Si(n) = ...

Primjer 9.

S(n) =1-3=3-5+...+ (=1 2n—1)(2n+1) = (Dt dn— 1) — 1 (30)

Uputa. S(n) = 4Sy(n) — So(n) = ...
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Primjer 10.

34+ (=) (2n+3)(2n* + 6n+ 1)

S(n) = 1-2.3-234+.. +(=1)""n(n+1)(n+2) = 2

(31)
Uputa. 1z n(n+ 1)(n+2) = n® + 3n* + 2n slijedi
3 —(=1)"(4n’ + 18n* +20n + 3)
N 8

S(n) = S3(n) +3S2(n) +281(n) =

_3-(=D)"2n+3)2n* +6n+1)
2 .

Primjer 11.

S(n) = Z (=) 2i = 1)(2i + 1)(2i +3) = =3+ (=1 (n+1)(4n*+8n—3). (32)
Uputa. 1z (2n — 1)(2n + 1)(2n + 3) = 8n® + 120> — 2n — 3 slijedi
S(n) = 8S3(n) + 128,(n) — 281 (n) — 3So(n) =
Primjer 12.

n

Z(—l)k“ (ak+b) (ch-+d) — ad+4bd+bc—(—1)" [2acn*+2(ac+ad+bc)n+ad+bc| -

k=1 4
(33)
Uputa. ... =Y (=1)*" [ack® + (ad + bc)k + bd] = acSy(n) + (ad + be)Si(n) +
k=1
bdgo (n) =
Napomenimo, ako uzmemo a =c =1 i b =d = 0, tada (33) prelazi u S,(n).
Primjer 13. n k k
S (D ai+ )k =S 1)/’(j )ak—fbfﬁk_j(n). (34)
i=1 j=0
Primjer 14.
a) . _ i+j.._l P
Z( D7 = 5 [S1 = $:00)] (35)
K S (-1 = 5 — 0. (36)
l/;l
Primjer 15. Ako je k= 1,2,3,... tada je:
a) n i+ 1120 B
PICRUES 5 — su()] (37)
b ~ 1y
) S () =5~ Sulw). (38)

ij=1
i
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Sada ¢emo naSe sume generalizirati za konacne sume, odnosno alternativne sume,
potencija istih eksponenata uzastopnih ¢lanova opceg aritmetickog reda. Dakle trebamo

promotriti sume
n

Staan) =Y (a+ (i— 1)d), (39)
i=1
Seaa(n) =>_(=1)""a+ (i — 1)d), (40)
i=1
gdje je
Sk11(n) = Sk(n), (41)
Sk.1,1(n) = Sk(n). (42)
Primjer 16. Ako je k =2, iz (40) imamo:
Sraa(n) = i(fl)”l(aqt(ifl)d)z _a ; d_ (*21)" [n? — (2d* —2d — )n+d* — d| .
- (43)

Uputa. Za k = 2 iz (40) dobivamo

n

Sraa(n) = (=1 [@ +2a(i — 1)d + (i — 1)’d”] =

i=1
= (a®—2d+d*)So(n)+2(d—d?)S, (n)+d>S,(n) = (uvrstimo (4), (13), (23))
1-(=D)"@n=1) o (=D)"'n(ntl)
2

_ (a2—2d+d2)¥ 2(d—)

N

n

k
.. B . k_ k\ k—j Y
Primjer 17. Sy ,q(n) = ;(a + (i—1)d) 2. (j )a Si(n—1).

Uputa. ...= iZ(?)ak’j(if 1y = i(?)ak’ij(n -1)=...
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