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Srednjoeuropska matemati¢ka olimpijada (MEMO) odrZana je 18.-24. rujna 2014. u
Dresdenu, na istoku Njemacke. Osim Hrvatske, nastupalo je jo§ devet zemalja Srednje
Europe: Austrija, éeéka, Litva, Madarska, Poljska Slovacka, Slovenija, Svicarska, i
domacdin Njemacka. Clanovi hrvatske olimpijske ekipe su bili:

Domagoj Bradad¢, 2. r., XV. gimnazija, Zagreb

Kristian Vedran Budrovéan, 3. r., XV. gimnazija, Zagreb

Ivan Lazarié, 3. r., Gimnazija Pula, Pula

Lukas Novak, 1. r., Gimnazija Josipa Slavenskog Cakovec, Cakovec
Josip Pupié¢, 3. r., XV. gimnazija, Zagreb

Kristijan Stefanec, 3. r., XV. gimnazija, Zagreb

Voditelji nase ekipe bili su Matija Basi¢ i Stipe Vidak s Matematickog odsjeka
Prirodoslovno-matematickog fakulteta SveuciliSta u Zagrebu.

Nakon dva leta u trajanju od po sat vremena, izmedu kojih smo se okrijepili
aerodromskim izborom toplih napitaka, bili smo smjeSteni u hostel blizu samog centra
Dresdena. Dan prije natjecanja proveli smo psihicki se pripremajuci na obliZnjem sajmu
i razgledavanju znamenitosti Dresdena.

Zadaci na individualnom natjecanju su djelovali neSto lakSim nego prethodnih godina,
no natjecatelji su svejedno bili vrlo dobro distribuirani kod podjele medalja. Samo su dva
od njih imala sve bodove, medu kojima je i na$ Ivan Lazarié. Treba istaknuti da je svaki
¢lan naSe ekipe osvojio medalju. Tako su se, osim Ivana Lazari¢a koji je osvojio prvo
mjesto i zlatnu medalju, Domagoj Bradac i Kristian Vedran Budrovcan okitili srebrnom,
a Lukas Novak, Josip Pupic i Kristijan Stefanec bron¢anom medaljom. Ovakav rezultat
nam je donio i najveci zbroj bodova medu svim drZzavama na individualnom natjecanju.

Ekipno natjecanje je sadrZavalo vrlo sloZene zadatke s kojima se nije bilo ba§ lako
nositi. Nakon §to smo brzo rijesSili Cetiri zadatka, na$§ tempo je pao i sve do kraja smo
rijesili jo§ samo zadatak i pol u posljednjih pola sata natjecanja. Kriterij bodovanja
zadataka bio je vrlo strog, no na$i voditelji su odradili lavovski dio posla u borbi za
nase bodove. Ipak, na ekipnom natjecanju su nas pobijedili uvijek jaki Poljaci i Madari
¢ime smo mi osvojili vrlo dobro treée mjesto i bron¢anu medalju.

Njemacka organizacija natjecanja je bila besprijekorna te smo uz nekoliko izleta imali
i dovoljno vremena za razgled grada te sportske okrSaje s ostalim natjecateljima.

Povratak u Zagreb uljepSali su nam na$i bivs$i olimpijci koji su nas srdacno docekali
na aerodromu Pleso u Zagrebu.

Kristijan Stefanec, Domagoj Bradac
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Zadaci s pojedina¢nog natjecanja, 20. rujna 2014.

I-1. Odredi sve funkcije f : R — R takve da
)+ (F ) = (F ) —f(ey) =20 +f (y) —f (x +)

vrijedi za sve x,y € R.

I-2. Promatramo podjele pravilnih n-terokuta na n — 2 trokuta dobivene koristeci
n — 3 dijagonale koje se ne sijeku unutar n-terokuta. Dvobojna triangulacija je takva
podjela pravilnog n-terokuta u kojoj je svaki trokut obojen crno ili bijelo i svaka dva
trokuta koja imaju zajedni¢ku stranicu su razli¢itih boja. KaZemo da je prirodni broj
n = 4 trokutast ako svaki pravilni n-terokut ima dvobojnu triangulaciju takvu da je za
svaki vrth A tog n-terokuta broj crnih trokuta kojima je A vrh veci od broja bijelih
trokuta kojima je A vrh.

Odredi sve trokutaste brojeve.

I-3. Neka je ABC trokut u kojem vrijedi |AB| < |AC|, a I je srediSte upisane
kruznice. Neka je E tocka na stranici AC takva da je |AE| = |AB|. Neka je to¢ka G
na pravcu EI takva da je 4/BG = <CBA, te da E i G leZe na suprotnim stranama
tocke 1.

Dokazi da pravac Al, okomica na pravac AE kroz E i simetrala kuta <<BGI prolaze
istom to¢kom.

I-4. Za cijele brojeve n > k > 0, definiramo bibinomni koeficijent ((

(0) = e

Odredi sve parove (n,k) cijelih brojeva n > k > 0 takvih da je pripadni bibinomni
koeficijent cijeli broj.

n
X ) > formulom

Napomena. Dvostruki faktorijel n!! je umnozak svih parnih prirodnih brojeva do n
ako je n paran, a umnoZzak svih neparnih prirodnih brojeva do n ako je n neparan. Na
primjer, O!! =1, 411 =2.4=8, 711=1-3.5-7 = 105.

Zadaci s ekipnog natjecanja, 21. rujna 2014.

T-1. Odredite najmanju mogucu vrijednost izraza
1 1 1 1
+ + + )
a+x a+y b+x b4y
gdje su a, b, x i y pozitivni realni brojevi koji zadovoljavaju nejednakosti
1 1 1 1 1 . 1
~ =~ > 1 — 2> L.
a+x 2 a+y 2 b+x 2 b+y
T-2. Odredite sve funkcije f : R — R takve da
Xf (xy) 4 (x) = f (03 () + %y

vrijedi za sve x,y € R.

T-3. Neka su K i L prirodni brojevi. Na plo¢i koja se sastoji od 2K x 2L
jedini¢nih kvadratiéa mrav krece s donjeg lijevog kvadratica i hoda prema gornjem
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desnom kvadratiCu. U svakom koraku pomice se vodoravno ili okomito na susjedni
kvadrati¢. Nikad ne posjecuje isti kvadrati¢ dvaput. Na kraju neki kvadrati¢i mogu ostati
neposjeceni. U nekim slucajevima svi neposjeéeni kvadratiéi zajedno tvore tocno jedan
pravokutnik. U takvim sluc¢ajevima, taj pravokutnik zovemo MEMOrabilnim.

Odredite broj razli¢itih MEMoOrabilnih pravokutnika.
Napomena. Pravokutnici su razliciti osim ako se sastoje od to¢no istih kvadratica.

T-4. U Sretnogradu zivi 2014 gradana A;,A;,...,Aus. U bilo kojem trenutku,
svaki od njih moZe biti sretan ili nesretan. RaspoloZenje bilo kojeg gradanina promijeni
se (iz nesretnog u sretnog ili obratno) ako i samo ako mu se neki sretni gradanin
nasmijeSi. U ponedjeljak ujutro bilo je tocno N sretnih gradana u gradu.

U ponedjeljak tijekom dana dogodilo se sljedece: gradanin A; nasmijeSio se gradaninu
A, zatim se gradanin A, nasmijeSio gradaninu Aj, itd., te se na kraju gradanin Ayg3
nasmijeSio gradaninu Ajpj4. Osim toga viSe se nitko nikome nije nasmijeSio. Toc¢no isto
se ponovilo u utorak, srijedu i Cetvrtak. U Cetvrtak navecer bilo je to¢no 2000 sretnih
gradana.

Odredite najve¢u mogucu vrijednost broja N.
T-5. Neka je ABC trokut u kojem vrijedi |[AB| < |AC|. Srediste upisane kruZnice

I tog trokuta dira stranice BC, CA i AB u to¢kama D, E i F, redom. Simetrala Al
sijeCe pravece DE i DF u totkama X i Y, redom. Neka je Z noziste visine iz tocke A

na stranicu BC.
Dokazite da je D srediSte kruZnice upisane trokutu XYZ.

T-6. Neka upisana kruZnica k trokuta ABC dira stranicu BC u to¢ki D. Neka pravac
AD sijeCe k u L # D i neka je K srediSte pripisane kruZnice trokuta ABC nasuprot

tocki A. Neka su M i N polovista duzina BC i KM, redom.

Dokazite da su tocke B, C, N i L koncikli¢ne.

T-7. Konadan skup A prirodnih brojeva je usrednjen ako je aritmeticka sredina
elemenata svakog nepraznog podskupa skupa A takoder prirodni broj. Drugim rijecima,
A je usrednjen ako je %(al +...4a) cijeli broj kad god je k > 11 ay,...,ar €A su
razliciti.

Za prirodni broj n, odredite najmanji mogudi zbroj elemenata usrednjenog 7n-clanog
skupa.

T-8. Odredite sve uredene Cetvorke (x,y,z,¢) prirodnih brojeva za koje vrijedi

20" + 14% = (x + 2y + 7).

Vrijeme rjeSavanja svakog dana: 5 sati

Vrijeme za postavljanje pitanja: 60 minuta
Svaki zadatak vrijedi 8 bodova.

Redoslijed zadataka ne odraZava njihovu teZinu.
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