MATEMATIKA

Egipatski razlomci

Predrag Loncar!

Uvod

2
Egipéani su prikazivali sve razlomke, osim jednog, 3 kao sumu tzv. jedini¢nih

. o1 .. o s s
razlomaka, tj. razlomaka oblika —, koji su morali biti medusobno razli¢iti. Taj nacin
n

zapisivanja razlomka zove se egipatski razlomak. U Sirem smislu pod egipatskim
razlomkom podrazumijeva se zapis razlomka kao sume jedini¢nih razlomaka, od kojih
se neki mogu ponavljati.

Egipatski razlomci pojavili su se u srednjem egipatskom kraljevstvu, poboljSavajuci
brojni sustav oko boZanstva Horusa, koji potjeCe joS iz starog egipatskog kraljevstva.
Iz ranog razdoblja o egipatskim razlomcima postoji pet tekstova, od kojih je nama
najpoznatiji Moskovski papirus, a iz kasnijeg razdoblja, Rhindov papirus iz 1650. god.
p-n.e., koji daje poboljSani nacin pisanja egipatskih razlomaka i opseZne tablice za rastav

— na jedini¢ne razlomke s neparnim nazivnicima izmedu 5 i 101. Rindov papirus
n

napisao je Ahmes, tadas$nji vodeéi matematicki autoritet.

U srednjem vijeku egipatske razlomke koristio je, i za njih dao algoritam, talijanski
matemati¢ar Fibonacci (Leonardo iz Pise) u svojoj knjizi Liber Abaci (1202.), da bi
potkraj 19. stoljeca Fibonaccijev algoritam preotkrio engleski matematicar J. J. Sylvester.
Stoga ¢emo taj algoritam za egipatske razlomke zvati Fibonacci-Sylvesterov algoritam.
U zapadnom svijetu egipatski razlomci bili su omiljena tema istraZivanja amatera pa i
uglednih profesora, kao npr. G. Hardya, M. N. Bleichera, P. Erdosa i R. L. Grahama.
Napravljeni su razni algoritmi za egipatske razlomke i istraZivana je njihova sloZenost,
napose prilikom provedbe na racunalu. Upoznajmo neke od tih algoritama.

Fibonacci-Sylvesterov algoritam

. . . a . . . P
Kako prikazati pravi razlomak b u obliku egipatskog razlomka? Da je to mogude za

. .. a S - . . e
svaki neskrativi razlomak b garantira ¢uveni Fibonacci-Sylvesterov algoritam. OpiSimo

ga za pravi neskrativi razlomak % gdjeje 1 < a< b inzm(a,b) = 1. Prvo napravimo
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. . b . . .
recipro¢nu vrijednost tog razlomka — = —. Neka je b = aq + r, pri ¢emu je r ostatak
a

Q| —

prilikom dijeljenja b s a, dakle 1 < r < a. Odavde je a(¢+ 1) = b+ (a —r), odnosno
dijeljenjem s b(g + 1),
a 1 a—r

b g1 bgrD) W

Uo¢imo daje 1 < a—r < a, tj. brojnik drugog sumanda u rastavu (1) manji je

a—r

b(g+1)

od brojnika od % . Sada primjenjujemo istu opisanu shemu na pravi razlomak ﬁ ,
q

pa potom na onaj koji je u njegovom rastavu oblika (1) itd. Vidimo da se u prvom, pa

onda i u svakom koraku algoritma brojnik smanjuje. Stoga u konac¢no koraka, to¢nije u

manje od a koraka, moramo dobiti egipatski rastav za —. Dakle Fibonacci-Sylvesterov

algoritam daje uvijek konacan niz jedini¢nih razlomaka kao sumanada.

8
Nadimo npr. egipatski razlomak od 7 Kako je 77 = 9 -8 + 5, odnosno

8 1 3
<10 = 77 — ijjedi — = — + —=———. Sada 770 = 3 -2 2, 4.
810 + (8 —5), v;uelz7 101+77.10 Sada 770 = 3-256+2,
:257=770+1 je —=-——=+-—=—=.Ti dobili
3.25 +1, paje 710 257+770-257 ime smo dobili
8 1 1 1

77 =10 " 257 T 197890°

Zadatak 1. Neka je n neparan broj, n = 2k — 1. PokaZite da Fibonacci-Sylvesterov
2
algoritam za — daje dvoclani rastav
n

2 1 1

PRI 2

2k—1 k

Postoje razne modifikacije Fibonacci-Sylvesterovog algoritma. Ako u svakom koraku
uzimamo prvi veéi parni broj, imamo tzv. parnu modifikaciju Fibonacci-Sylvesterovog
algoritma, za kojeg se zna da uvijek daje konacni rastav. Postoji i teZa varijanta
Fibonacci-Sylvesterovog algoritma, i to da u nazivniku budu samo neparni brojevi.
Postupak tog algoritma tece kao kod Fibonacci-Sylvesterovog algoritma, jedino se u
svakom koraku bira prvi veéi neparni broj. Do danas je otvoren problem da li takva
varijanta Fibonacci-Sylvesterovog algoritma uvijek daje konacan niz sumanada, ili se
moZze desiti, za neke razlomke, da algoritam nikada ne stane i daje beskonaan niz
sumanada. U praksi su ipak svi razlomci rastavljeni po neparnom algoritmu na kona¢no

sumanada. Pokazimo neparni Fibonacci-Sylvesterov algoritam na primjeru 3 Kako je

1 3 1
5 = =, prvi neparni broj ve¢i od = je 3. To daje = kao prvi pribrojnik i razliku
5 12 1 1 ’ ’
3733 Na isti nacin je 7= 3, a prvi veéi neparni broj je 5. Dakle drugi
3
1 2 1 1 2 15
je pribrojnik 3 i razlika 3737513 Prvi veéi neparni broj od > 9, a
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2 1 1 2 1 1 1 1
5015 Tu algoritam staje, d;)bili 1smo 1rastav: 353 + 5 + 5 + 15 Sam
Fibonacci-Sylvesterov algoritam daje 372 + r Iz tog primjera vidimo da egipatski

zapis razlomka ne mora biti jedinstven. U stvari svaki razlomak posjeduje beskona¢no
mnogo razlicitih egipatskih zapisa.

Fareyev algoritam

Pokazimo sada kako se egipatski rastav dobiva pomocu Fareyevog algoritma i
Fareyevih razlomaka. Englez J. Farey (1766.-1826.) je 1816. otkrio ove razlomke i
naslutio neka njihova svojstva, koja je potom dokazao A. Cauchy.

Definicija 1. Fareyevim nizom F, naziva se skup neskrativih razlomaka b s
nazivnikom b, b < n, koji leZe u intervalu [0, 1] i pobrojani su u rastuc¢em slijedu.

Evo tablice Fareyevih razlomaka, od F; do Fs, pri ¢emu je niz F; zapisan u prvom
retku donje tablice, niz F, u drugom, itd.

0 1

F =~ Z
! 1 1
F 0 1 1
1 2 1

0 1 1 2 1
B 3 2 3 i
. 0 11 1 2 3 1
4 1 4 3 2 3 4 1
. o 1 1 1 2 1 3 2 3 4 1
> 1 5 4 3 5 2 5 3 4 5 1

U tablici su jednaki razlomci zapisani jedan ispod drugog. Ova tablica dobiva se
tzv. Fareyevim procesom. To znaci da kada prelazimo iz poznatog nam n-tog nivoa u

. . . . . a.c
nepoznati (n+ 1)-vi nivo, trebamo gledati samo one susjedne neskrative razlomke — i —

d
za koje je b+d < n+ 1. Ta dva susjeda u n-tom nivou, valja u (n+ 1)-vom razdvojiti,
stavljajuéi izmedu njih tzv. medijanu — razlomak ate a koji vrijedi a < atce < ¢

vljajuéi izmedu Zv. ijanu — raz z vri — -,
- ! ! A R B A N

1 koji se takoder zapiSe u neskrativom obliku. Ostale susjedne razlomke n-tog nivoa
samo prepiSemo u (n+1)-vi. U to se moZemo uvjeriti gledajuci gornju tablicu Fareyevih
brojeva.

Svojstva Fareyevih razlomaka dobro su istrazena. Poznato je da ako je

1 1
= — 4+ — + ...+ — Fareyev rastav neskrativog razlomka %, tada je m < a
r r T,

i rm < b(b—1). Izvrstan prikaz tog i drugih svojstava Fareyevih i egipatskih razlomaka
moZe se naci u milenijskom izdanju knjige [5, Fareyevi razlomci str. 416-421, i
egipatski razlomci str. 421-435]. No manje je poznato da Fareyevi razlomci imaju vezu
s egipatskim. OpiS§imo Fareyev algoritam baziran na Fareyevim razlomcima (Bleicher
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1968). PokaZimo to na primjeru neskrativog razlomka A—‘ U tu svrhu nadimo 4 u
gornjoj tablici, u Fs jer je nazivnik 5, i pogledajmo u F5 prvi razlomak manji od njega,
to je % Produkt nazivnika tih dvaju razlomaka je 5-4 = 20, pa je 20 prvi sumand
u egipatskom zapisu od g Nadimo u gornjoj tablici %, jasno sada u nizu Fy jer je
nazivnik 4 i jer se % prvi put pojavljuje na toj razini. Pogledajmo njegov prvi lijevi
susjed u istom retku, jasno u Fy, to je % Produkt nazivnika od % i % je4-3=12,pa
je I drugi sumand u rastavu od % Nadimo sada 3 u F3 injegov prvi lijevi susjed,
tj. %, kako je 3-2 = 6, sljedeci sumand je G Kona¢no nademo u Fareyevoj tablici %
u F,, prvi njegov lijevi prethodnik je ? Produkt nazivnikaje 2-1 =21 % je zadnji

.0 . .
sumand, jer je 1 na lijevom rubu tablice. Imamo rastav

4 1 1 1 1
5T ntsty %)

Interesantno je da Fibonacci-Sylvesterov algoritam ovdje daje kraci rastav

4 1 . 1 L 1
5 2 4 2
L T - o1 1 1
Isto se dobiva i grupiranjem clanova u rastavu (3), ako uoc¢imo da je i D + G Na

internetu postoji takoder web stranica [2] s viSe kalkulatora za egipatske razlomke, koje
mozemo koristiti da dobijemo egipatske rastave po danom broju sumanada, s najmanje
njih, s gornjom ogradom za nazivnike i tome sli¢no.

21
Zadatak 2. Pomocu Fareyevih razlomaka nadimo egipatski rastav za 3 Na internet

stranici za Fareyeve razlomke [3] nadeni su, pomocu kalkulatora za Fareyeve razlomke,
21,10 10,9 9 .8 8 .7

1;ar0v6l sugjed};lh Za]bZzzh4Far§y6v31h razzlogzakal: 21—3 zoﬁ, T 10’ To i 99 i 3
L0 0y a2 2 2 1 LY odatle slijed
8'777'66'5 5 443 3" g aaesyed

CIS S N U T TS RS U SO B O |
23 253 110 90 72 56 42 30 20 12 6 2

21
Potom pokaZite da je za egipatski rastav od — potrebno barem pet razliCitih

Jjedini¢nih razlomaka. PokaZite da ima 37 razliCitih rastava duljine tocno 5. Tri takva
rastava su
21_1+1+1+1 1_1+1+1+1+1
23 2 3 23 46 69 2 5 6 23 345
1 n 1 n 1 n 1 n 1
2 3 13 359 644046
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Ostali algoritmi

Fibonacci-Sylvesterov algoritam, njegove modifikacije i Fareyev algoritam nisu jedini
za egipatske razlomke. Poslije je otkriveno viSe od deset novih algoritama za egipatske
razlomke (vidi [1]) kao npr.: Erddsov algoritam dan 1950., algoritam Golomba iz 1962.,
modificirani Fareyev algoritam, binarni algoritam, Tenenbaum-Yokota algoritam i drugi.
Profesor Bleicher dao je 1972. algoritam za egipatski rastav razlomka uz pomo¢ veriZnih
razlomaka. Oko 1993. L. Beeckmans je dao tzv. splitting algoritam. On se bazira na
vjeStom rastavljanju razlomaka na jedini¢ne razlomke cak i uz ponavljanja, a potom se
koriStenjem nekih identiteta dobivaju razliditi jedini¢ni razlomci kao sumandi. PokaZimo

kako taj algoritam funkcionira na primjeru gz
1 1 1 1 1 1
5 ?3*(&%%(5*%)
1 1 1 1
s (6 m) (7 a) + (rvam)
pa smo dobili ovaj rastav

3 01 1.1 1 1 1 1
s=stetsittat ot o

3_1
5
1

5 5 6 30 31 930
Pri tome je viSe puta koriSten idenntet
1 1 1

;:n+1+n(n+1)' “)

Modifikacije splitting algoritma baziraju se na identitetu
1 1 2 2
— == 4= 5
n+n n+1+n(n+1) )
Jedan jednostavan algoritam mozZe se dobiti iz sljedece leme.

a . .. .
Lema 1. Razlomak 5 moze se izraziti u obliku

a 1 1 1
—=—+—+...+— (6)
b rn n T
ry < ry < ... <1y, ako postoje djelitelji dy, d», ..., d, broja b takvi da a dijeli
di+dy+...+dy. Uslucaju m =2 i ako su a i b relativno prosti, vrijedi i obrat
1 1
gornje tvrdnje, tj. ako je g = — + —, tada postoje djelitelji d| i d, broja b takvi da
r r

a dijeli d| + d,.
Dokaz. Neka postoje djelitelji d;, da, ..., d,, broja b takvi da vrijedi
di+dr+...+dy=1-a
Tada je
lva di+do+...+dy 1 1

P A = +
b I-b l-b b
1

l.
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1
i imamo egipatski zapis. DokaZimo obrat tvrdnje u sluaju m = 2. Neka je % =—+4—.
ry nrn

Neka je d = nzm(ry,r;) i ry =rd i r, = sd pri ¢emu su r i s relativno prosti. Sada je
a r+nrn r+s

b ryr rsd '
Neka je M = nzm(r + s,d). Kako su r i s relativno prosti, to sui r+s i rs relativno
prosti, pa M dijeli d. Imamo

r+s
a_ M
b rsd
M
r+s
a. M .. .. r+s . rsd .
Oba razlomka, — i su neskrativi, pa vrijedi: a = i b = —. Uzmimo
b rsd M M
M

sada dij=rid,=s1k=M. Vrijedi: d| +d, = ka i did, dijeli b, pasu d| i d;
djelitelji od b. [

Na temelju ove leme imamo koristan algoritam za rastav neskrativog razlomka —
n

. v m . . .
na egipatske razlomke: proSirimo razlomak — s nekim zgodno odabranim brojem k,
n

k
a_ i potom a = km, ili njegov viSekratnik, prikaZimo kao zbroj nekih pravih
n
djelitelja broja b = kn. NajteZze je pronaci broj k s takvim svojstvom. Obi¢no se
uzima k = 29, ili k koji je produkt nekoliko prvih uzastopnih prostih brojeva. Evo

jednostavnog primjera. Nadimo rastav na egipatske razlomke za 7 Lemu 1 ne moZemo

5 54 20
odmah primijeniti, jer 5 ne dijeli zbroj 1+ 7. No, 7= 74" 2% Dijelitelji od 28 su
redom 1, 2, 4,7, 14 i vrijedi 20 = 14 + 4 + 2. Stoga imamo

5_20_14+4+2_14+4 2_1+1+1
7 28 28 T 28 28 280 2 7 14
Neke dopune

1
Poucak 1. Za bilo koji prirodan broj n, svi rastavi broja — na zbroj dva jedinicna
n

razlomka su oblika:

- = +—2 7

gdje je d neki djelitelj broja n* takav da je 1 < d < n.

1 1 1
Dokaz. Nekaje — = — + 5 gdje je a < b. Kako je n < a i n < b, moZemo pisati
n_a
a=n+d i b=n+ D, za neke prirodne brojeve d i D, d < D. Lako se provjeri da
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1 1 1
je — = -+ A ekvivalentno s dD = n?. Tada je d djelitelj od n> i zbog d < D je
n a

2
1<d<n.Kakoje D= %, imamo rastav (7). [

1 1 1
Za d =1 dobivamo relaciju (4), a za d = n imamo rastav — = — + —. Za
n 2n  2n

1
primjer, uz pomo¢ poucka 1, nadimo sve rastave od I na dvoclane egipatske razlomke.
Kako je n = 12 =22-3,a n*> = 12> = 2*.3%, za d moZemo uzeti d = 1,2,3,2%,2-3,
1
23,3% i prema tome dobivamo ovih 7 rastava od E:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1213 156 14784 15 60 16 48 18 36 20 30 21 28

Zadatak 3. Neka su p i q dva razlicita neparna prosta broja. Uz pomo¢ poucka 1

nadite sve egipatske dvoclane rastave razlomka — .
rq

U americkoj literaturi o egipatskim razlomcima ekvivalent poucka 1 je ovaj identitet
1 1 1

N +
n ala+b)c bla+b)c

pri ¢emu se n rastavi na tri faktora, n = abc, i to tako da su a i b relativno prosti. Pri

tome je d = a’c ili d = b*c.

. . 2
Pokazimo jos kako uz pomo¢ poucka 1 moZemo pronadi sve dvoclane rastave za —,
n

2 1 1 1 1 1
gdje je n neparan broj. Neka je — = — 4+ —. Odatle je — = — 4+ —, pa koristeci
nox 'y n  2x 2y

poucak 1, imamo: 2x = n+d, 2y = n+ %, gdje je d neki djelitelj broja n® i
2
1<d<n.Kakosun+din—+ % parni brojevi, to su x i y cijeli brojevi. Time smo

dokazali

Poucak 2. Neka je n neparan broj. Tada su svi dvoclani egipatski rastavi od —
n

oblika ) | |
St —— ®)
2 2

gdje je d neki djelitelj broja n* takav da je 1 < d < n.

2
Za d =1 poucak 2 daje rastav (2). Za primjer nadimo sve dvoclane rastave od 5

Kako je 152 =32.5%, za d moZzemo uzeti d = 1, 3, 5, 32 i 3-5. Odavde, po poucku
2 imamo rastave:
2 1 1

1
5 87120 9% 10730 127220 1515
Neki dodatni rezultati o troclanom rastavu sadrZaj su sljedec¢ih zadataka.
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3
Zadatak 4. DokaZite, da ako je n paran broj, razlomak — se moZe napisati kao
n
zbroj dva razli¢ita jedinicna razlomka.
Zadatak 5. DokaZite da ako n nije djeljivo s 3, ali je djeljivo s prostim brojem p

3
oblika p = 6k — 1, — je jednak zbroju dva razlicita jedinicna razlomka.
n

Zadatak 6. PokaZite da ako su svi prosti brojevi koji dijele neko neparno n oblika
3
6k + 1, — se ne moZe prikazati kao zbroj dva jedinicna razlomka, ve¢ samo kao zbroj

n
tri jedinicna razlomka, npr. po Fibonacci-Sylvesterovom algoritmu. Ovo je rezultat N.
Nakayame iz 1940. Uputa: Pretpostavite da takav rastav postoji, pa dokaZite da tada n
ima prosti djelitelj oblika 61 — 1, $to je u suprotnosti s pretpostavkom o n.

Ovdje postoji Cuveni rezultat s gotovo elementarnim dokazom od N. Nakayame.

. 3. e . . .
Poucak 3. Razlomak —, pri emu n nije djeljivo s 3, ima dvoclani rastav ako i samo
n

ako n ima djelitelj koji je kongruentan s 2 modulo 3.
Pokazimo samo dovoljnost uvjeta u poucku 3. Ako je n = d(3k + 2), tada vrijedi
ovaj dvoclani rastav od —
n

3 1 1

R Akt D) Takr 1)

Evo jos nekih troclanih rastava. Ako je % neskrativi razlomak takav da je a djelitel]
od 2b + 1, tada vrijedi

a 1 1 1
b b+ 1) @11 T b@br1)
a a a

Ako je 9 neskrativi razlomak takav da je a djelitelj od 2b + 1 i a neparan broj, tada

vrijedi bolji rastav

a 1 1 1
b N1  NN+1) T BN’
2 2
. . 2b+1 . . . . g
pri ¢emu je N = — Podrobnije o tome koji sve razlomci nemaju dvoclani ili

troClani rastav moZete naci u [4].

Mnogi poznati matematiCari bavili su se, pored pronalaZenja novih algoritama za
egipatske razlomke, i ocjenom duljine egipatskih razlomaka. Cuvena je i nedokazana

4

Erdos-Strausova pretpostavka iz 1948.: za sve n > 4 razlomak — ima egipatski rastav
n

duljine najvise 3 (Fibonacci-Sylvesterov algoritam daje opcenito 4 ¢lana u rastavu od

—). Poljski matemati¢ar Waclaw Sierpinski iznio je 1956. nedokazanu pretpostavku da
n

. .5 e o .
je broj — za sve n > 4 suma od najviSe tri jedini¢na razlomka. Primijetimo da ako je
n
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m bilo koji prirodni broj, tada za prirodne brojeve n oblika n = d(mk — 1), gdje je k
prirodan broj, vrijedi dvoclani rastav
m 1 1
- 4 9
n  kd + kn ©)
Dakle Erdo-Strausova pretpostavka vrijedi za brojeve n koji imaju djelitelj oblika
4k — 1, a pretpostavka Sierpinskog vrijedi za brojeve n koji imaju djelitelj oblika 5k —1,
Sto se vidi ako stavimo m = 4, odnosno m = 5 u rastavu (9).
Recimo da Zelimo naci sve egipatske rastave neskrativog razlomka % koji imaju < k
1 1 1
¢lanova, tj. traZimo a_ +—+...+—gdieje 1 <r <r <...< 1. Imamo
b r r ¥k
1 1 1 a k
—>—2>...> —,paodatle - < —
b r

r rn Tk

. k .
4. < 4. Dakle moZemo sastaviti listu od

b
o . . . a 1 1 1 .
konacno kandidata za r;. Za svaki takav r; napravimo - — — = — + ...+ — i sada
b I r 14
. . . . .. . k—1
pravimo novu konacnu listu kandidata za r,, koriste¢i analognu ocjenu r, < P T

b r
1 1
Postupak se nastavlja za (k — 2)-¢lani rastav od % — — — — itd. To daje sveukupno
1 r
konacan broj rjeSenja od kojih se neka prekinu i prije k-tog koraka, a neka u k-tom
koraku otpadnu ako r; ne bude cijeli broj.

RijeSite na taj nacin i uz pomo¢ poucka 1 nagradni natjecaj br. 200 iz MFL-a godiSta
LXIII, broj 1/249. Uvjerite se da dobijete rjeSenje objavljeno u MFL-u godiSta LXIII,
broj 3/251, str. 207.
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