O kamatnim rac¢unima

Josip Matejas"', Tena Marusevec?

U radu objasnjavamo osnovne kamatne racune: jednostavni, sloZeni i neprekidni. Na opcenitoj
razini i kroz primjere provodimo usporedbu ova tri raCuna i dobivenih rezultata (kamata).

Uvod

U svakodnevnom Zivotu ¢esto se nademo u situaciji da trebamo neSto §to trenutno
nemamo. Potrebno nam je neko materijalno dobro, roba, usluga ili novac koji nemamo
ili nismo u moguénosti to pribaviti. Jedan od izlaza iz ovakve situacije je posudba od
druge osobe ili institucije koja time postaje vjerovnik, a mi njezin duZnik. Posudena
dobra trebamo tijekom vremena vratiti u skladu s dogovorenim pravilima ili sklopljenim
ugovorom. Zahtjev da u bilo kojem pogledu vratimo viSe nego §to smo posudili ¢ini
temelj kamatnog racuna. Susreéemo ga ve¢ u davnoj proslosti, daleko prije pojave novca
kao sredstva placanja i trgovanja. Razliku izmedu iznosa kojeg treba vratiti i posudenog
iznosa nazivamo kamatama, a nacin odredivanja kamata ukamacivanje. Kako se danas
vrijednost dobara, roba i usluga gotovo uvijek izraZzava u nov€anim jedinicama, kamatni
racun je jedan od najvaznijih elemenata novC€anog poslovanja. U radu dajemo pregled
osnovnih kamatnih racuna: jednostavnog, sloZenog i neprekidnog.

Osnovni pojmovi i relacije

Osnovni pojmovi (veli¢ine) u kamatnom racunu su: glavnica, kamate, obracunsko
razdoblje 1 kamatna stopa. Kamate su naknada koju plac¢a duZznik za posudeni novc€ani
iznos (glavnicu) na odredeno vrijeme. Obracunsko razdoblje (obracunski termin ili
razdoblje kapitalizacije) je zadani ili ugovoreni vremenski interval u kojem se obracu-
navaju kamate i pripisuju glavnici. To moZe biti bilo koji vremenski interval, a najéesce
je vezan uz kalendar (godina, polugodiSte, kvartal, mjesec i sl.). Iznos kamata na 100
(ili na 1) novc¢anih jedinica za jedno obracunsko razdoblje nazivamo kamatna stopa ili
kamatnjak. Tako imamo postotni zapis kamatne stope (na 100 jedinica) ili decimalni
zapis (na 1 jedinicu). Vidimo da kamatna stopa objedinjuje dva podatka: broj¢anu
vrijednost i obrac¢unsko razdoblje, a utvrduje se zakonom ili ugovorom izmedu duZnika
1 vjerovnika. Kamate moZemo obracunavati dekurzivno (na kraju obra¢unskog razdoblja
u odnosu na vrijednost glavnice s pocetka razdoblja), a Sto je i najceS¢i slucaj u praksi
ili anticipativno (na pocetku razdoblja u odnosu na glavnicu s kraja razdoblja). Mi ¢emo
ovdje promatrati dekurzivni obracun kamata.

Pocetnu vrijednost glavnice oznatavamo s Cp dok je C; kona¢na vrijednost
glavnice zajedno s kamatama, a [; vrijednost kamata nakon k obracunskih razdoblja,
k=1,2,...,n. Pri tome je n ukupan broj obracunskih razdoblja. U skladu s navedenim
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ocito je Iy = Cx — Cp. Decimalni zapis kamatne stope oznacavamo s p. Uz ovaj zapis
izrazi (formule) su jednostavniji nego uz postotni jer se u njima pojavljuje p umjesto
p/100, npr. 4% je u postotnom zapisu p = 4, a u decimalnom p = 0.04.

Osnovni kamatni racuni

Jednostavni kamatni racun (JKR)

Ako kamate za svako obracunsko razdoblje raCunamo na istu, pocetnu vrijednost
glavnice Cy imamo jednostavne kamate. Osnovne relacije dobivamo iz postotnog racuna.
Tako su, uz konstantnu dekurzivnu kamatnu stopu p, kamate za jedno razdoblje Cyp,
za dva razdoblja 2Cyp, za tri 3Cyp, itd., pa imamo

I, = Conp, C,=Co+1,=Co(1+np). (D
Sli¢no, uz promjenjivu kamatnu stopu dobivamo

L, =Colmpr + mp2 + ... +mpi), Co=Co(l +mpr +mpa+ ... +mpi), (2)
pri ¢emu je p; kamatna stopa za n; obraCunskih razdoblja, i = 1,2,...,k, te
ny+ny+...+n =n. JKR se koristi u praksi za obrac¢un kamata na Stednju po videnju,
neke vrijednosne papire te izracun zakonskih zateznih kamata.

Primjer 1. Ako na Stednju uloZzimo 10000 EUR koliko moZemo podié¢i za dvije
godine uz jednostavno ukamacivanje ako je godi$nja dekurzivna kamatna stopa: a) 4%,
b) 4% prva 3 mjeseca, 6% sljedecih 9 mjeseci te zatim 8%?

a) Koriste¢i (1) imamo C, = 10000(1 + 2 - 0.04) = 10800 EUR.

b) Kako su 3 mjeseca = 13—2 = 0.25 godina te 9 mjeseci = 19—2 = 0.75 godina, iz
(2) slijedi C, =10000(1 +0.25-0.04 4+ 0.75-0.06 4+ 1-0.08) = 11350 EUR.

Slozeni kamatni racun (SKR)

Ako kamate za svako obracunsko razdoblje racunamo u odnosu na vrijednost glavnice
s pocetka tog (tekudeg) razdoblja, imamo sloZene kamate. Uz konstantnu dekurzivnu
kamatnu stopu p, sada je

Ci=C(14+p), Cr=Ci(l+p) :C0(1+p)2, C;=C(1+p) :C0(1+p)3,

itd. Dakle

Ch=Co(l+p)"=Cor", I,=C,—Cy=Co(r" — 1), (3)
gdje je r = 1+ p dekurzivni kamatni faktor koji predstavlja vrijednost jedne novCane
jedinice zajedno s kamatama nakon jednog obracunskog razdoblja. Sli¢no, uz promjenjivu
kamatnu stopu imamo

Co=Cor'ry?-...-r, Li=Co(r'ry? - ...-rf — 1), (4)
gdijeje n=1+p;, i=1,2,...,k, a p;,n; su iste oznake kao kod JKR. Primijetimo
da se ovdje kamate u svakom (osim u prvom) obra¢unskom razdoblju racunaju na

vrijednost glavnice koja je ve¢ uvecana za kamate iz prethodnog razdoblja. Na taj nacin
uz kamate na glavnicu imamo i kamate na kamate $to nije slu¢aj kod JKR. SKR se
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primjenjuje u praksi kod obra¢una kamata na oro¢enu Stednju, periodi¢ne uplate i isplate
te investicijske zajmove.
Primjer 2. RijeSimo primjer 1 ako je ukamacivanje sloZeno. Koristeéi (3) imamo:
a) C, = 10000(1 + 0.04)? = 10816 EUR, dok iz (4) slijedi:
b) C, =10000-1.04%% . 1.06°7 - 1.08' = 11393.61 EUR.

Neprekidni kamatni ra¢un (NKR)

Neprekidno (kontinuirano) ukamacivanje dobijemo ako u SKR neograniceno
smanjujemo veli¢inu obracunskog razdoblja. To dovodi do situacije u kojoj se kamate
pripisuju glavnici svakog trenutka (neprekidno ili kontinuirano). Ako obracunsko
razdoblje podijelimo na m dijelova i promatramo m — oo tada, uz konstantnu kamatnu
stopu p, iz (3) slijedi

1 nm man
C, = lim Cp <1+—p) :CO[lim (1+3) } — Cpe™.
m— oo m m— 00 m

Tako smo iz osnovne formule SKR, C, = Cyr", dobili osnovne formule NKR,

C,=Coe®, I,=C,— Cy=Cy(e” —1). (5
Ako je kamatna stopa promjenjiva, tada uz prija$nje oznake imamo
C, = Coemp]enzpz L MR = Coenlpl+n2P2+---+nkPk7

In — Co(eﬂlpl+nzpz+,,.+nk[7k _ 1) (6)
Napomenimo da se NKR u pravilu ne primjenjuje u financijskom poslovanju (osim ako
bi eventualno ugovorom bio dogovoren obracun kamata bas§ na taj nacin). Medutim,
formulama (5) i (6) opisan je prirodni proces rasta Zivih bica bilo kao jedinke ili Citave
populacije. Pri tome p viSe nije kamatna stopa veé stopa trenutnog prirasta na razini
polaznog razdoblja za koje je definirana. Detaljnije objaSnjenje dano je u sljedecem
odjeljku.

Primjer 3. Rijesimo primjer 1 ako je ukamacivanje neprekidno. Koristeéi (5) imamo:
a) C; = 10000 - ¢>%% = 10832.87 EUR, dok iz (6) slijedi:
b) C2 = 10000 - 60.25~0.04+0.75-0.06+1~0.08 — 11445.37 EUR.

Usporedba kamatnih racuna

Ako dobivene rezultate iz primjera 1, 2 i 3 poredamo po veliini u rastuéem
redosljedu, imamo: JKR, SKR, NKR. Je li to uvijek tako za iste vrijednosti Cyp, n i p?
Napravimo opcenitu usporedbu formula (1), (3) i (5). Vidimo da treba usporediti izraze
1+np, (1+p)"ie™”. Kako po Taylorovoj formuli za p > 0 i n > 0 vrijedi
n(n—1)p?
(I+p)"=14+np+ %(1 +&)2, 0<E&<p,
vidimo da su sloZene kamate veée od jednostavnih za svaki n > 1, a manje za
0 < n < 1. Dobiveni zakljucak ocituje se kod preracunavanja kamatne stope po JKR
(relativna kamatna stopa) i po SKR (konformna kamatna stopa). Ako se preracunavanje
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vr§i s duljeg obraunskog razdoblja na krace (n < 1) tada je konformna stopa manja
od relativne dok je kod preracunavanja s kraceg razdoblja na dulje (n > 1) obrnuto.
Napomenimo da se, u skladu sa sklopljenim ugovorom, relativna kamatna stopa moZe
primjenjivati i kod SKR, a konformna i kod JKR. Nadalje, za p > 0 i n > 0 imamo

p.r
ep:1+p+5+§+...>l+p = ¥ > (1+p)",
1 sli¢no - -
n n
e"p:1+np+2—€+3—€+...>1+np, (7)

iz Cega je vidljivo da su neprekidne kamate uvijek vece i od sloZenih i od jednostavnih.
Koristeéi sada (5) i (7), za ukupne kamate (prirast) kod NKR vrijedi

2! 3!

gdje je O(x) Landauov simbol (za x > 0, x — 0 simbol O(x) oznacava ostatak sa
svojstvom da postoje konstante xp, K > 0 takve da vrijedi |O(x)] < Kx za x < xg).
Vidimo dakle, da se neprekidne kamate mogu aproksimirati jednostavnima to bolje $to je
n manji. To opravdava naziv “stopa trenutnog prirasta na razini polaznog razdoblja” koji
koristimo za varijablu p u NKR. Naime, u malim vremenskim intervalima (trenucima)
NKR se ponaSa kao JKR uz stopu p.

I’L2 2 n3 3
[n:CO (np+_p+_p+_._) =Conp+0(n2p2),

U sljedecem primjeru pokazujemo da razlike izmedu JKR, SKR i NKR mogu postati
enormno velike $to je vrijeme dulje (n veci).

Primjer 4. Da je neki stari Rimljanin bio u moguénosti na pocetku nove ere
(01.01.0001.) uloZiti jednu kunu uz jedan posto godiSnjih dekurzivnih kamata, koliko
bi njegov daleki potomak mogao podici na kraju drugog milenija (31.12.2000.) ako su
kamate: a) jednostavne, b) sloZene, c) neprekidne?

Imamo Cy =1, p=0.01 i n = 2000.

a) Koristimo (1):  Caypo0 = 1- (1 4+2000-0.01) = 21 kuna.

b) Koristimo (3):  Caopo = 1+ (1 4+ 0.01)?°0 = 1.012°% = 439286 205.05 kuna.
¢) Koristimo (5): Cagop = 1 - €2000:001 — 20 — 485165 195.41 kuna.

Kao §to vidimo efekt akumuliranja kamata na kamate tijekom dugog vremenskog
razdoblja moZe imati impozantan ucinak usprkos malim vrijednostima pocetne glavnice
i kamatne stope.

Zadaci

1. Ako glavnicu Cj uloZimo na Stednju uz godiSnju dekurzivnu kamatnu stopu p na
dvije godine, za koliko su sloZene kamate vece od jednostavnih?

2. Za godis$nju dekurzivnu kamatnu stopu p odredite pripadnu relativnu i konformnu
mjese¢nu kamatnu stopu.

3. Za koje se vrijeme pocetna vrijednost glavnice udvostruc¢i po JKR, SKR i NKR?
Konkretizirajte za 5% godisnjih dekurzivnih kamata.

4. Ako ulozZimo 100000 kuna na 10 godina uz 4% godiSnjih dekurzivnih kamata,
kolike su ukupne kamate po JKR, SKR i NKR?
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5. Stopa trenutnog prirasta drvne mase u jednom bjelogori¢nom Sumskom kompleksu
na godiSnjoj razini je: 7% u proljeée, 10% ljeti, 5% na jesen i —2% zimi. Koliki
je prirast drvne mase u toj Sumi kroz godinu dana?

Rjesenja

1. Co(1+p)* — Co(1 +2p) = Cop®.

2. Relativna: Co(1+12p") = Co(1+p) = p' = P

Konformna: Co(14p')'? = Co(14+p) = p' = YT+p—1.

1

3. JKR: Co(1+np)=2Cy = n= >’ n= ﬁ =20 godina.

SKR: Co' = 2C) —> n— 082 _log2 = 1082 _ ) oidine.

logr log(1+p) log 1.05
NKR: Coe =2C) = n= —=, n= —= — 13.86 godina.
p 0.05

4. JKR: Ijp = 100000 - 10 - 0.04 = 40000 kuna.
SKR: Ijp = 100000 - (1.04'% — 1) = 48024.43 kune.

NKR: Ijg = 100000 - (!%0% — 1) = 49182.47 kuna.

5.1 = Cy - (e3 007H50.143:005-5:002 _ 1y _ 0 051C. Prirast je 5.1%.
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