MATEMATIKA
Primjena ideje atomizacije na jedan kombinatorni tip problema'

Vjekoslav Kova&?

U ovom ¢emo ¢lanku predstaviti jedan opceniti rezultat koji moZe biti od neizmjerne
pomodi kod odredene vrste zadataka iz kombinatorike, vjerojatnosti, a ¢ak i geometrije.
Jo§ vaZnija od samog rezultata je ideja kojom cemo ga dokazati. To ce biti tzv.
metoda atomizacije, posebni slucaj tehnike “podijeli pa vladaj”. Kako bi na$§ teorem
bio primjenjiv u Sto vecem broju raznolikih situacija, formulirat ¢emo ga u ponesto
neobi¢nom i opéenitom okruZenju.

Neka je Q neprazan skup i F familija podskupova od Q koja sadrzi 0 i Q te koja je
zatvorena na operacije unije, presjeka i skupovne razlike dvaju podskupova. Preciznije,
za bilo koje A,B € F skupovi AUB, ANB i A\ B se takoder nalaze u kolekciji F.
Takva familija F se zove algebra podskupova od Q.

Nadalje, pretpostavimo da je svakom skupu A € F pridruZen nenegativni realni broj
|A| i to tako da skupovna funkcija F — [0, +o0) zadana pridruZivanjem A — |A| ima
SVOojstvo:

Ako su A, B € F medusobno disjunktni, tada je |A U B| = |A| + |B|. (1)
Uvrstavanje A = B = () daje || = 2|0| pa je ocigledna posljedica |@| = 0. Osim toga,
ako za neke A,B € F vrijedi A C B, tada iz

Bl = |AU (B\A)| = |A] + |B\ A] > |A] + 0 = |A]
zakljuéujemo |[A| < |B|.

Vidimo da je |A| svojevrsna “mjera veli¢ine” skupa A i tada (1) postaje sasvim
razuman zahtjev. Brojni su primjeri takvih skupovnih funkcija A — |A|, a navodimo
najvaznije.

a) |A| = broj elemenata skupa A.

Pritom je € konacan skup, a za F moZemo naprosto uzeti cijeli partitivni skup
P(Q), tj. familiju svih podskupova od Q.

b) |A| = povrsina skupa A.

Neka je Q dovoljno veliki krug u ravnini u kojem se nalaze svi podskupovi
koji nas trenutno zanimaju. Za familiju F moZemo uzeti neku kolekciju skupova
kojima znamo izraunati povrSinu, na primjer unije kona¢no mnogo (ne nuzno
konveksnih) mnogokuta. Ne smijemo u F staviti ba§ sve podskupove odabranog
kruga jer neki od njih nemaju dobro definiranu povr§inu. Sasvim sliéno moZemo
interpretirati |A| kao duljinu (na pravcu) ili kao volumen (u prostoru).

¢) |A| = vjerojatnost dogadaja A, koja se jo$ oznacava P(A) ili p(A).

Ovdje je Q skup mogudih ishoda nekog slucajnog pokusa, a F je kolekcija svih
dogadaja koje promatramo. Napomenimo da je vjerojatnost uvijek normalizirana
s P(Q) =1.

! Gradivo ¢lanka je prilagodena verzija jednog izlaganja koje je autor odrzao u sklopu eksperimentalnog kolegija
Studentska natjecanja na Matematickom odsjeku Prirodoslovno-matematickog fakulteta u Zagrebu.

2 Autor je s Matemati¢kog odsjeka PMF-a u Zagrebu, e-poita: vjekovac@math.hr
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d) MozZe se pokazati da je za svaki beskonacni skup Q moguée na cijelom P(Q)
konstruirati skupovnu funkciju takvu da vrijedi (1) i koja jo§ ima svojstva: za
svaki A C Q je ili |A] =0 ili |JA| =1, za kona¢ne podskupove A je |A| =0 te
vrijedi |Q] = 1. Valja napomenuti da se moZe samo dokazati postojanje takvog
pridruZivanja (npr. koriStenjem tzv. aksioma izbora), ali nije moguce eksplicitno
opisati |A| za svaki podskup A C Q. Stoga ovaj primjer nema prakti¢nu vrijednost.

Premda to nije posebno vaZzno, napomenimo da se definicijsko svojstvo (1) zove
konacna aditivnost, a skupovna funkcija, od koje se zahtijeva samo to svojstvo, zove se
konacna i konacno aditivna mjera. Citatelj koji poznaje osnove teorije mjere i teorije
vjerojatnosti ¢e znati da se u primjerima pod (b) i (c) obicno trazi i svojstvo aditivnosti
obzirom na unije prebrojivo mnogo disjunktnih skupova. Mi nemamo potrebu praviti tu
suptilnu razliku jer éemo se baviti problemima u kojima se pojavljuje samo konac¢no
mnogo podskupova, a prednost ovog izbora je da izlaganje Cini elementarnijim.

Booleov polinom u n skupovnih varijabli A;,A;,...,A, je svaki formalni izraz
f(Aq,...,A,) dobiven iz skupova A; pomocu kona¢no mnogo operacija unije i presjeka.
Naprimjer,

F(A1,A2,A3) = (A1 NA) UA3) N (A1 U (A2 NA3z)).

Nije vazno dade li se taj izraz pojednostaviti koristeéi poznate skupovne identitete. Ako se
A1,Ay, ... A, nalaze u nekoj algebri podskupova F, tada je takoder f (A4,...,A,) € F
pa je na taj nacin dobro definirana funkcija f : F x ... x F — F.

————

Kona¢no mozemo formulirati na$ glavni rezultat, koji se tice linearnih nejednakosti s
opcenitim Booleovim polinomima.

Teorem. Neka su m i n prirodni brojevi. Dani su Booleovi polinomi u n varijabli
f1,f2, - fm i realni brojevi cy,ca,...,cn. Da bismo dokazali nejednakost

> i lfilAr,. . A > 0 (2
i=1

za sve Ay, ..., A, € F iz proizvoljne algebre podskupova F nekog skupa € i za sve
konacne i konacno aditivne mjere A — |A| na F, dovoljno je samo provjeriti (2) u
trivijalnom, posebnom, slu¢aju kada je F = {0,Q} i |Q|=1.

Ista tvrdnja vrijedi i ako u (2) stoji nejednakost “<” jer tada naprosto pomnoZimo
koeficijente ¢; s —1. Tvrdnja takoder vrijedi i kada u (2) piSe “=", §to se vidi tako da
se jednakost shvati kao kombinacija dviju suprotnih nejednakosti.

Dokaz teorema. Pretpostavimo da je nejednakost (2) ispunjena u specijalnom slucaju
F ={0,Q}, |Q| = 1. Ako je pak |Q| =0, onda je lijeva strana od (2) uvijek jednaka
0 pa nejednakost vrijedi iz trivijalnog razloga. Imamo li umjesto toga |Q| = a > 0,

onda moZemo definirati |A|" = a|A| za svaki A € F. Tada je |Q| =1, a (2) postaje

ay clfilAn....A) =0,
i=1

§to slijedi primjenom naSe pretpostavke na A — |A|’. Zakljuujemo da nejednakost (2)
ostaje vrijediti kad god je F = {0}, Q}, bez uvjeta na |Q|.
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Uzmimo bilo koju algebru F podskupova od € i bilo koju skupovnu funkciju
A +— |A| sa svojstvom (1). Za dane A, A,,...,A, € F promotrimo svih 2" mogucih
presjeka oblika

ATNASN...NA;,

pri ¢emu je za svaki j = 1,2,...,n ili Af = A; ili A} = Af = Q\ A;. MoZda su neki
od tih presjeka prazni, no to nas nece smetatl Svi se oni moraJu nalaziti u kolekciji
JF zbog zatvorenosti na operacije presjeka i komplementiranja. Izlistajmo te skupove (u
nekom poretku) kao Bj, By, ..., By 1 primijetimo da su svaka dva od njih medusobno
disjunktna, naprosto radi Cinjenice da postoji indeks j takav da je jedan sadrzan u A;, a
drugi u A7. Osim toga je po distributivnosti presjeka u odnosu na uniju,

BiUB,U...UBx = (AJUA)) N(A2UA)N...N(A, UAS) = Q. 3
Sada primijetimo da za svaki i = 1,...,m isvaki k =1,...,2" vrijedi
fi(Ar, ..., Ap) N By = fi(Ay N By, ..., Ay N By). 4
To se vidi is opisa izraza f;(A;,...,A,) uzastopnom primjenom formula

(CUD)NB=(CNB)U(DNB) i (CND)NB=(CNB)N(DNB).
Koristenjem jednakosti (3) imamo
2/1

”
filAr A = filAr A0 0 (U B) = U (il A) 0By
k=1 k=1

Zbog disjunktnosti od By i aditivnosti (1) je

iAo A =D Ifi(Ar, . A) N B,

a primjenom (4) kona¢no dobivamo
2’!
[fiAr, .. A =D Ifi(A N By, .. Ay N By,
k=1
tj.
Zc, i(A,...,A |—ch, (AN By,..., Ay N By)|. (5)
k=1 i=1
Uocimo da za svaki izbor od j 1 k vrijedi ili By C A; ili By C Aj. Time smo dobili

Aj N By € Fy, pri ¢emu oznacavamo Fi = {0, B}, $to je trivijalna algebra podskupova
od By.. Primjenom naSe pretpostavke da (2) vrijedi u toj trivijalnoj situaciji dobivamo
upravo

Zci [fi(AL N By, ..., A, NB)| > 0.

Zbrajanjem po k = 1,...,2" u kombinaciji s jednako$¢u (5) dokazujemo tvrdnju, tj.
nejednakost (2) u oplenitom slucaju. [J

Glavna ideja dokaza bila je parcelirati Q na konacno mnogo dijelova By takvih da
su svi presjeci A; N By trivijalni i posljedi¢no se svaki A; moZe prlkazatl kao konacna
unija tih dljelova Takva pal‘thl_]a od Q se naziva atomzzacz]a a njeni ¢lanovi By se
zovu atomi. Gornji bi teorem imao jednostavniji dokaz da smo radili samo s kona¢nim
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skupovima i s |A| oznaCavali naprosto broj elemenata od A, kao u primjeru pod
(a). Naime, najprirodnija atomizacija konacnog skupa € je upravo rastav na njegove
jednoclane podskupove. Citatelj moZe sam pojednostaviti argumente u tom specijalnom
slucaju, koriste¢i jedino tehniku dvostrukog prebrojavanja. Jacina dokazanog rezultata
je u njegovoj opéenitosti: mozemo ga primjenjivati na likove u ravnini, tijela u prostoru,
itd.

Netom dokazani teorem nema neko posebno ime i smatra se svojevrsnim
“matemati¢kim folklorom”, premda mu gornja formulacija nije odviSe poznata. Autor
je prvi put na taj rezultat naiSao u zbirci zadataka [4].

Nadalje ¢emo prezentirati nekoliko primjera kod kojih se na$ teorem moZe elegantno
primijeniti, a Citateljima ostaviti i nekoliko zadataka za vjezbu. Napomenimo da se
problemi koji slijede mogu rijesiti i druk¢ijim (ad hoc) metodama, ali im gornji teorem
omogucava sustavan i racunski jednostavan pristup.

Primjer 1. U prostoru su dana Cetiri (ne nuzno konveksna) poliedra. DokaZite da
je prosjecna vrijednost volumena presjeka od po dva od tih poliedara veca ili jednaka
prosjecnoj vrijednosti volumena presjeka od po tri poliedra.

RjeSenje. Ako poliedre oznaimo Aj, Az, A3, A4 te piSemo |A| za volumen od A,
problem postaje dokazati

1
6(|A1r1A2| +|AINAs| + JAINAg] + [AsNAs] + [AsNAL| + |A3ﬁA4|)

1
> 2 <|A1ﬂA2ﬂA3| + |A1NA2NA4| + |[A1NA3NAL| + |A2ﬁA3ﬂA4|). (6)

Neka je Q kugla dovoljno velika da su u njoj sadrzana sva Cetiri poliedra. Teorem ¢emo
modi primijeniti nakon §to prebacimo desnu stranu na lijevu. Kako nakon primjene
teorema mozemo vratiti taj izraz na desnu stranu, ne¢emo taj logicki korak zapisivati, a
ubududce ni komentirati.

Zakljucujemo da je nejednakost dovoljno provjeriti samo za skupove A, Ay, A3, Aq €
{0,Q} i uz “renormalizaciju” volumena |Q| = 1. Zbog ofigledne simetrije u (6) bitan
je samo broj skupova A; koji su jednaki €. Oznacimo taj broj s £, tako da je preostalih
4 — ¢ skupova prazno. Valja izraCunati obje strane od (6) za £ =0,1,2,3,4.

¢ || lijeva strana | desna strana
0 0 0

1 0 0

2 1/6 0

3 1/2 1/4

4 1 1

Na primjer, ako je £ = 3 i recimo A; = A, = A3 = Q, A4 = (), tada je lijeva strana u
1 1
(6) jednaka 6(1 +140+1+0-+0), dok je desna strana jednaka Z(l +0+0+0).

Uoc¢imo da je u svakom retku tablice lijeva strana veca ili jednaka desnoj, ¢ime je
provjerena traZzena nejednakost.

Poopéenje od (6) je dano kao zadatak 1 na kraju.

Primjer 2. (formula ukljucivanja-iskljucivanja)
Neka je A — |A| kona¢na i kona¢no aditivna mjera na nekoj algebri podskupova F.

IWI
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Dokazite da za A, A,,...,A, € F vrijedi identitet

’UAi': Sal- Y A S JAnANA - (— 1) ANAN. A,
i=1

1<i<n 1<i<j<n 1<i<j<k<n

Napomenimo da prva suma na desnoj strani ima () = n , druga (3), treca (3)
pribrojnika, itd. Ako |A| interpretiramo kao vjerojatnost P(A), tada se gornja jednakost
obi¢no naziva Sylvesterova formula. Najpoznatiji je pak specijalni slu¢aj za konacne
skupove, vidjeti npr. [7].

RjeSenje. Po naSem teoremu opet smijemo pretpostaviti da je svaki A; ili jednak
Q ili jednak () te normalizirati |[QQ] = 1. Ako je neprazno to¢no £ > 1 od skupova
Ay, ...,A,, tada je lijeva strana jednaka 1, dok je desna

(1) -()+ () - s (p) +osvo

Njihova jednakost je jednostavna posljedica binomnog poucka,

0=(1-1)"=1- (f)+(§) —...+(—1)5<§).

Ako su pak svi A; jednaki (J, onda su obje strane 0 pa je jednakost trivijalno ispunjena.
Time je dokaz zavrSen. Formula ukljucivanja-isklju¢ivanja se na ovom nivou op¢enitosti
(za skupove koji ne moraju biti kona¢ni) obi¢no dokazuje matemati¢kom indukcijom po
n, pogledajte na primjer u [3].
Citatelj moZe pokufati na slian nacin rijeiti zadatak 2 koji pokazuje kako se
n v .. .. 2, . . . .
| Ui, Ai| moZze ocijeniti samo pomocu dvostrukih i trostrukih presjeka.

Primjer 3.2 Pokriva¢ ima 5 zakrpa, od kojih je svaka povrine barem 1/2 povrsine
¢itavog pokrivaca. Dokazite da postoje dvije od tih zakrpa Ciji presjek ima povrSinu
barem 1/5 povrSine pokrivaca.

RjeSenje. Zakrpe shvatimo kao skupove A, A;, A3, A4, As, a |A| interpretirajmo kao
povrsinu skupa A. Oznacimo cijeli pokriva¢ s Q. Treba pokazati da postoje indeksi i,

takvi da je |A; NA;| > §|Q| Dokazat éemo, u stvari, nesto ja¢u tvrdnju:

1 1

— A;NA| > =|Q].

G 2 N4>zl
1<i<ji<s

5

Kako ima to¢no (3

) = 10 parova indeksd 1 < i < j < 5, vidimo da je prosjecna
1

vrijednost povriina presjeka A; N A; barem §|Q| pa je onda sigurno povrSina nekog od

presjeka veca ili jednaka tom broju.

Pokusajmo nadi i dokazati pogodnu nejednakost oblika

5 5
> inalz o> Al - BlUA:
i=1 i=1

1<i<j<5

; (7

1
za neke parametre o, > 0. Dijeljenjem s 10 te koriStenjem |A;| > §|Q| i
|Ui5:lAi| < |Q| imamo

2 Zadatak je preuzet iz knjige [6].
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1 1 1 1 a B
— E ANA|> —-a-5 2]Q— —- -Q:(—_—>Q.
0 2 WnAlz g glel- g Belel= (3 - )1
1<i<j<s
e . - ..o B
Prema tome, treba odrediti ¢ i 3 takve da uvijek vrijedi (7) i da je 7 10" 3 t.

500 -2 —4=0.

Prema naSem teoremu znamo da je nejednakost (7) dovoljno testirati na podskupovima
Aj € {0,Q}. Neka je to¢no ¢ od njih jednako €. Za razne vrijednosti od ¢ dobivamo
razne linearne uvjete na o i f3.

l uvjet
0 trivijalan
1 a—B<0
2| 20—-B-1<0
3 3a—-B-3<0
4 40— B—-6<0
5|\ 5¢—p—-10<0
Skicirajmo u koordinatnom sustavu tocke (¢, B) za koje B
je ispunjeno svih 5 netrivijalnih uvjeta, tj. koje se nalaze D

u svih 5 njima odredenih poluravnina. Trebamo odabrati
tocku iz tog (na slici zatamnjenog) podrucja koja jos lezi na
pravcu p zadanom jednadZbom 5o — 23 —4 = 0. Sa slike
vidimo da je jedna jedina takva tocka (o, ) = (2,3). Sada
znamo da je za taj izbor od a i B ispunjena nejednakost
(7), koja pak povlaci tvrdnju zadatka.

Skratili bismo posao da smo odmah pogodili prave
vrijednosti parametara o« = 2, § = 3 te samo za njih
provjeravali (7). S druge pak strane, u zadatku nije ni

1 |
trebalo pisati donju medu 3 ||, nego se do nje moglo doci /2 a

maksimizirajuéi izraz % - 1% po svim (¢, B) iz oznace-
1 1
nog podrucja. Geometrijski se to radi tako da se pravac Za 1 B = 0 translatira

udesno dokle god sijece zatamnjeno podrucje ili njegov rub.

Primjer 4. (Studentsko natjecanje Miklds Schweitzer 1968.3)
Neka su n, k prirodni brojevi, A konacan skup te Ay,...,A, C A takvi da vrijedi

(i) JAl=n—1 zai=1,....n,
(i) [ANA| <k zal1<i<j<n.
(n—1n

DokaZzite da je |A| >
okazite da je |A| > 1

3 Autor zadatka je K. Corradi, vidjeti knjigu [4], zadatak C.3.
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RjeSenje. Slicnim rezoniranjem kao u prethodnom primjeru zadatak se moZe svesti

na ocjenu
2k+1 <
ﬂU ﬂ— 2Z| ) S jainay, (8)
1<i<j<n
pri Cemu su Aj,...,A, C Q ovog puta ¢ak konacni skupovi. Naime, koristenjem uvjeta

(1), (ii) iz (8) odmah proizlazi

2k+1 2 n _(n—=1)n
G -0 (5) * =

Po teoremu je nejednakost (8) za cak proizvoljnu konacnu i konac¢no aditivnu mjeru
dovoljno provjeriti uz renormalizaciju |Q| = 1 i kada je ili A; =) ili A; = Q za svaki
J. PiSimo opet £ za broj nepraznih skupova A; i pretpostavimo ¢ > 1. Treba vidjeti da

vrijedi
2k + 1 2 /
> 0= .
~ (k+1)? (k+1)2 (2)

no racun pokazuje da je to naprosto ekvivalentno s (k+ 1 —¢)? > 0. Tako je provjerena
ocjena (8), a time je i rijeSen zadatak.

Al >

ZavrSimo ovo razmatranje s nekoliko problema za samostalno rjeSavanje. U zadacima
1 i 2 se podrazumijeva da se skupovi A; nalaze u nekoj algebri podskupova F, a
skupovna funkcija A — |A| je kona¢na i kona¢no aditivna mjera na F.

Zadatak 1. (Fréchetove nejednakosti [2])
Za skupove Aj,...,A, 1 prirodni broj k < n — 1 dokaZite

1 1
Al > |Ailﬁ-~-ﬂAik|Zm > A, N .. N A,

k) 1<ij<ip<..<ix<n 1<ij<ir<..<ip 1 <n
U gornjim izrazima sumiramo po svim moguéim rastu¢im izborima indeksa
il7i27 o '7ik+l-

Uputa. Nakon primjene teorema preostaje provjeriti

@ > (kﬁl)7

()~ G5
za §to pak treba raspisati binomne koeficijente. U primjeru 1 je bio obraden posebni
slucaj n=41k=2.

l=k+1,...,n,

Zadatak 2. (Bonferronijeve nejednakosti [1])
Dokazite da za A, A;, ..., A, vrijedi:

(=) A= Y lAnay,
i=1

1<i<j<n
n
i §Z|A,|f Z |AiﬂAj|+ Z |AiﬁAjﬂAk|.
i1 1<i<j<n 1<i<j<k<n
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Uputa. Za svaki prirodni broj ¢ imamo

. g_f(gzi_l)_lz_WSO
’ -1 He—1D)-2) | (E—1)C—2)—3)

Opcenitiju formulaciju mozZe se naci u [7].

Zadatak 3. (Boole-Fréchetova nejednakost [2])
Neka su Aj,...,A, € F dogadaji iz vjerojatnosnog prostora (Q,F,P). DokazZite da

vrijedi ocjena
P(N4) = Y P@a) —n+1.
i=1 i=1
Uputa. PiSuéi |A| = P(A) i koristei ¢injenicu P({J?_, 4;) < P(Q) = 1, interpretirajte

nejednakost kao
[ ED RS GL
i=1 i=1 i=1

Promatranje komplemenata skupova A; vodi neSto drugacijem rjeSenju zadatka.

Zadatak 4. (Mediteransko matematicko natjecanje 2005.)

Neka su Ay, ...,A, konacni skupovi prirodnih brojeva. Dokazite da vrijedi
1< 1 2
EZ|Ai|+ﬁ > |A,»mAijk|z@ > AinAy.
i=1 3/ 1<i<j<k<n 2/ 1<i<j<n

Uputa. Dva razliCita rjeSenja ovog zadatka se mogu naci u knjizi [5].
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