Dva dokaza jedne trigonometrijske jednakosti i

Bojan Kovacic¢!

Jedna od najpoznatijih matematickih konstanti svakako je omjer zlatnoga reza ili
zlatni broj. Ta je konstanta
V5+1

9=—F— (1)

(Vise o omjeru zlatnoga reza mozZe se naci u [1].) Lako se pokaZe da ta konstanta ima
sljedeca svojstva:

P =9+1,

2

6=v§—L )
%:3—\/5.

Sada ¢emo na dva razli¢ita nacina dokazati jednakost

T n
cos (m) + cos <6> = 0. 3)

Prvi je dokaz zapravo izvod jednakosti (3), dok je drugi ‘“standardni” algebarsko-
trigonometrijski dokaz.

Dokaz I

Najprije ¢emo rijesiti sljedeci
Zadatak. Odredimo pravokutan trokut kojemu je jedna kateta duljine 1, a mjere
kutova su ujedno tri uzastopna ¢lana danoga geometrijskog niza.

RjeSenje. Neka su o i B mjere Siljastih kutova traZenog trokuta. Bez smanjenja
opéenitosti moZemo pretpostaviti da je 0 < a < ff < 5 Vrijednosti o, B i B u
danom poretku tvore tri uzastopna ¢lana istoga geometrijskog niza ako i samo ako vrijedi

=3 o ©)

(Vise o nuznom i dovoljnom uvjetu da tri realna broja tvore uzastopne clanove
geometrijskog niza vidi u [3], 1. dio.)

S druge strane, zbroj mjera o i f treba biti jednak g, pa mora vrijediti jednakost

a+ﬁ:g. (5)
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JednadZbe (4) i (5) tvore sustav dviju jednadzbi s dvije nepoznanice. Njegovim

rjeSavanjem dobijemo
h = [2(3-v3).2 ().

Dokazimo sada jednakost (3).

Uz standardne oznake u pravokutnom trokutu (a je duljina katete nasuprot kuta cija
je mjera o itd.), bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je a = 1. Tada iz

b T
! up [ (v5-)
a 4 @)
— =sina = sin [— (3 — \/5)]
c 4
slijedi
T 1
(b.e)= |5 (V5-1)]. ®)
)
Koristec¢i drugu i trecu jednakost iz (2), (8) mozemo zapisati u obliku
T 1
b,c)=|tg| — |, —F——
(b.¢) g(zq,), —— ©
sin | —
2¢?
B Dakle, traZeni trokut je pravokutan kojemu su duljine stranica

1
1, tg (%) | (vidi stiku ).
Sin o
2¢?

Primjenom Pitagorinog poucka na duljine stranica dobivenog
trokuta dobivamo:

C b A T 1
12 —i—tg2 (%) = . (10)

 (3)

Koristedi identitete

cos’x = 1 — sin’x,

1

1 +tg?x = —, (1)
tie xl cos? x
sin® x = 375 cos(2x)
(vidi [2], 1. dio), jednakost (10) moZemo dalje transformirati na sljedeci nacin:
1 1

N2 Y
COS <2(p) S1n <2(p2>

N EANETY S
o () (55)
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Koristeéi prvu jednakost iz (2), posljednju moZemo zapisati u obliku:

T 4
cos (—) + cos (—) =0,
o+1 ¢

a to je upravo (3). O

Dokaz I1
Dokazimo najprije jednakost
1 1
—+—=1 12
011 o (12)
Imamo redom:
L 1 _o+(e+Dpempeo+¢ |
p+1 o (p+Do P+
Koriste¢i formulu
cosaJrcosB:Zcosa;chosa;B (13)
dobivamo:
T T 14

T

T T 13 +1 + +1 P

cos| —— | +cos| — premé( ) 2 cos er @ cos T @
o+1 (0} 2 2

=0
$to je i trebalo pokazati. [

Zaklju¢no napomenimo da se primjenom Eulerove formule

e = cosx + isinx, (14)

odnosno jednakosti ' '
e te ™ (15)
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jednakost (3) moZe zapisati u obliku
T T T T

—i ——

e ®tlie 0+l 04, ¢ -0 (16)

Time se u jednoj jednakosti implicitno povezuju Cetiri razliite matematicke konstante:
e, i, i ¢. (O Eulerovoj formuli i nekim njezinim posljedicama vidi npr. [4].)
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