Jedna algebarska nejednakost i nlene primjene i

Dragoljub MiloSevié, Bratislav Sredojevic'

U matematici ima puno zanimljivih nejednakosti. Naisli smo na jednu od njih pomocéu
koje se dokazuju druge dvije. U zadacima za samostalno rjeSavanje ima jo§ nekoliko
njih.

Neka su a, b, ¢, x, y, z pozitivni realni brojevi. Na osnovu poznate elemetarne
nejednakosti p + g > 2,/pq, gdje su p i g pozitivni brojevi, imamo

E . az_;’_er_x . b2+m -C2 — (X .a2+f .b2>+<£ . b2+X . C2>+<f -C2+E _aZ)
x y z X y y z z X
> 2ab + 2bc + 2ca.

Ako na obje strane posljednje nejednakosti dodamo a” 4 b* + ¢, dobijemo
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X y z
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Sada ¢emo ovu nejednakost primijeniti za dokazivanje nekih drugih interesantnih
nejednakosti.

Primjer 1. Dokazati da za kutove trokuta vrijedi nejednskost
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a odavde, zbog poznate jednakosti za kutove trokuta

o B, B Y v o
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slijedi traZzena nejednakost.

Primjer 2. Dokazati da za pozitivne brojeve a, b, ¢ za koje vrijedi a+b+c =3
imamo nejednakost

a b c
> 1
b(2¢ + a) + c(2a+b) + a(2b+c¢)

(2)

RjeSenje. Ako u nejednakost (x) stavimo
x=ab(2c+a), y=bc(2a+b), z=cal2b+c)
imamo

a’ N b? n c? < (a+b+c)?
ab(2c+a)  bc(a+b)  ca2b+c) ~ ab(2c + a) + be(2a + b) + ca(2b +¢)’

ili
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b(2c+a) c(Ra+b) al2b+c) ~ (a?b+ b*c + c*a+ abc) + Sabc
Sada dokaZimo
4
@b+ b*c + fa+abc < —(a+b+c). (4)

27
Kako je ova nejednakost ciklicna u odnosu na brojeve a, b, ¢ moZzemo, bez smanjenja
opdenitosti, pretpostaviti da je ¢ = min(a,b,c). Tada razlikujemo ova dva slucaja:
i) a<b,ii) a>b.

i) Primjenom nejednakosti izmedu aritmeti¢ke i geometrijske sredine za tri pozitivna
broja a + b, b+ ¢, ¢ + a dobivamo

(a+b)(b+c)(c+a)< (@+b)+(B+c)+(c+a)?

3
—i( +b+c)
—27a c),
pa je
4 ;1
ﬁ(a+b+c) 2§(a+b)(b+c)(c+a)

1
= a’b + b*c + c*a + abc + E(b—a)(a—c)(b—c)
> a2b+b2c+c2a+abc,
jerje (b—a)(a—c)(b—c) >0 (zbog a < b i ¢ =min(a,b,c)).
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ii) Primjenom aritmeticko-geometrijske nejednakosti imamo

4 2b+ (a+c)+ (a+¢)73

latbte)= 2[ 3
> %[Zb(a—i-c)z] (3)
=b(a+ )%

Kako je
b(a+ c¢)* — (@®b + b’c + *a + abc) = abc + be* — b*c — a
= c(ab + bc — b* — ac)
=cla—b)(b—c),
zbog a > b > ¢, dobivamo
b(a+ c)* — (a*b + b*c + *a+ abc) > 0,

odnosno
@b+ b*c + c*a + abe < b(a+ ¢)*. (6)
Nejednakost (4) dobivamo iz nejednakosti (5) i (6), ¢ime je njen dokaz zavrSen.
b
Radi # > \3/abc (A-G nejednakost), imamo
b 3
abe < (y) . (7)
Iz nejednakosti (3), (4) i (7) i uvjeta a + b + ¢ = 3 imamo
a b c a+b+c)?
b2c+a)  c2atb) a@bic)” & ( )a+b+c 3
mla+b+c)P+5 (7)
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¢ime smo dobili nejednakost (2).
Na kraju evo i nekoliko zadataka koji se mogu rijesiti primjenom nejednakosti (x).
1. Ako su x, y, z pozitivni brojevi, dokazati da za kutove trokuta vrijedi

y+Ztg +z+x gzﬁ tgzy
X 2 y 2
3 2 2 2
2. Neka je H = 1 I,A:x+§+zil(:\/)#, (x,y,2 > 0).

Xy z
Dokazati nejednakosti H < A < K

3. Ako su a, b, ¢, m, n pozitivni brojevi takvi da je a® + b* + ¢* = 1, dokazati

nejednakost

@l b I 1

+ + P .
ma+nb mb+nc mcH+na  m+n
4. Neka su a, b, ¢ pozitivni brojevi pri ¢emu je a + b + ¢ = 1. Dokazati
(2a+b)(2b+c¢)(2c+a) < 1

ZI Matematicko-fizicki list, LXIV 4 (2013. - 2014.)



