MATEMATIKA

Udaljenosti karakteristi¢nih tocaka trokuta i

Kristijan Kilassa Kvaternik'

U trokutu postoje Cetiri karakteristicne tocke: teZiSte G, ortocentar H, srediSte
upisane kruZznice I i srediSte opisane kruznice O. U ovom c¢emo clanku odrediti
udaljenosti prve tri navedene tocke od Cetvrte, i to koriste¢i potencije tih tocaka u
odnosu na opisanu kruZnicu trokuta. Pritom ¢emo kao posljedicu dobiti neke poznate
nejednakosti medu veli¢inama u trokutu.

Za pocetak ¢emo definirati pojam koji ¢e nam biti klju¢an u racunu — potenciju tocke
u odnosu na kruZnicu.

Definicija 1. Neka je dana kruZznica (S, r) i tocka T unutar nje. Povucimo to¢kom
T tetivu AB kruZnice k. Potencija tocke T u odnosu na kruZnicu k je umnoZak

AT| - |TB].

Slika 1. Slika 2.

Analogno definiramo potenciju to¢ke u sluc¢aju kada je T izvan kruZnice k: tockom
T povucemo pravac koji sijeCe k u tockama A i B. Potencija od T u odnosu na k je
umnoZzak
|AT| - |TB].

Ako se T nalazi na k, onda kazemo da je njena potencija u odnosu na k nula.
Potenciju to¢ke 7 u odnosu na kruznicu k oznacavat éemo s p(7,k).

Napomena 1. Lako se pokaZe da je gornja definicija dobra, tj. da potencija tocke T
u odnosu na kruZnicu k ne ovisi o izboru tetive, odnosno pravca kroz T (ta ¢injenica
slijedi iz sli¢nosti trokuta).

Iz napomene 1 slijedi
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Propozicija 1. Za potenciju tocke T u odnosu na kruznicu k(S,r) vrijedi
p(T k) = ||ST|> = .

Dokaz. Ako se T nalazi na k, tvrdnja ocito vrijedi. Ukoliko je T unutar k, povucimo
tetivu AB kojoj je T poloviste (to je tetiva okomita na pravac ST). Sada je prema
napomeni 1

p(T.k) = |AT| - |TB| = |AT* = |SA]* - |ST|* = r* — |ST|".

A T
|
A % : _E—
Slika 3. Slika 4.

Ako se T nalazi izvan k, onda povucemo tangentu iz T na k. Ako je A diraliSte te
tangente, prema napomeni 1 opet dobivamo

p(T, k) = |AT|* = |ST|* — |SA]* = |ST|*> — r~. O

Propozicija 1 nam daje efikasan nacin racunanja udaljenosti tocke od sredista opisane
kruZnice trokuta: naime, dovoljno je odrediti potenciju to¢ke s obzirom na opisanu
kruZnicu.

Sada moZemo odrediti udaljenosti srediSta opisane kruZnice od preostalih karakteris-
ti¢nih tocaka trokuta. Pritom ¢emo duljine stranica trokuta oznacavati s a, b, c, mjere
unutarnjih kutova s o, P, y, polumjere opisane, odnosno upisane kruZnice s R i r
redom, a opisanu kruznicu trokuta ABC s (ABC).

Teorem 1. Udaljenost teZista G od sredista O opisane kruZnice trokuta ABC dana

jes
GOl = \/R2 B a* + b + ¢
= —

Dokaz. Neka je AP teZiSnica u trokutu ABC i neka
pravac AP sije¢e opisanu kruznicu (ABC) u tocki M.
Zbog jednakosti obodnih kutova nad istom tetivom u
kruznici vrijedi SMBC = SMAC i {BMA = 4BCA
pa su trokuti BPM i APC sli¢ni. Zato imamo

|BP|  |AP|
|PM| — |PC|

— 1
Bududi da je AP teZisnica, vrijedi |BP| = |PC| = Ea.

Slika 5.
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Uvr§tavanjem dobivamo

1 1
—a —/2b? 4+ 2¢% — a2 2
2__2 PM| = d
B 1 ’ |PM| = 2 2 2
|PM| 1, 2V2b2 +2¢2 —a
2

1
Budu¢i da je |AP| = 5\/2b2+2c2 —a? (jednakost dobivamo iz Eulerove relacije

paralelograma) i da teziSte dijeli teZiSnicu u omjeru 2 : 1 (racunajuéi od vrha), vrijedi

2 1
AG| = Z|AP| = —\2b? + 20 — &2,
3 3
1 1
GP| = ZIAP| = V207 426 — @2,

6
Zato za potenciju teZista vrijedi

p(G, (ABC)) = |AG] - [GM|

1 1 a
== 2b2+2C202'<— 202 +2¢2 —a? + >
3\/ 6\/ 2V2b* +2¢% — a?

721)24’26‘2702 a27a2+b2+62
N 18 6 9 '
Bududi da se teZiSte trokuta nalazi unutar njega, prema propoziciji 1 slijedi

2 b2 2 2 b2 2
R — |GOP = arorre GO| = gLt
9 9 .

Korolar 1. U trokutu sa stranicama duljina a, b, ¢ i polumjerom opisane kruZnice
R vrijedi nejednakost

@+ b* + * <9R%.

Korolar 2. Ako su o, 3, y kutovi trokuta, onda vrijede nejednakosti

3V3 3V3

sino + sin B + siny < — sina sin fsiny < 5

Dokaz. Prema korolaru 1 i teoremu o sinusima vrijedi nejednakost
. . . 9
sin? o + sin? B + sin® y < 7
Bududi da su sinusi kutova u trokutu nenegativni realni brojevi, primjenom nejednakosti
izmedu kvadratne i aritmeticke sredine dobivamo
sin? o + sin” B +sin’y 33
3 S 2
a primjenom nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine,
sino + sin B + siny : < 3V/3
3 S8 0

sina+sinﬂ+siny<3'\/

sin o sin B siny < (
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Propozicija 2. Za trokut povrsine P kojemu je radijus opisane kruZnice R, vrijedi

3R*V3

i
Drugim rijecCima, povrsina trokuta nije veéa od povrSine jednakostranicnog trokuta
stranice /3R, gdje je R radijus opisane mu krunice.

P <

Dokaz. PovrSina trokuta je jednaka polovini umnoska duljine dviju njegovih stranica
i sinusa kuta medu njima. Primjenom teorema o sinusima dobijemo
r . . . .
P= Eab siny = 2R* sin o sin B sin y.

Sada primjenom druge nejednakosti korolara 2 dobivamo zadanu nejednakost. [

Za racunanje udaljenosti srediSta upisane kruZnice trokuta od srediSta opisane, koristit
¢emo neke pomocéne tvrdnje.

Lema 1. Simetrala stranice trokuta i simetrala
toj stranici nasuprotnog kuta sijeku se na opisanoj
kruZnici trokuta.

Dokaz. Neka simetrala stranice BC sije¢e opisanu
kruznicu (ABC) u to¢ki T. Zbog svojstva simetrale
duZine vrijedi

|BT| = |TC| = 4BCT = JCBT.
Sada zbog jednakosti obodnih kutova nad istom
tetivom imamo

4BAT = 4BCT = SCBT = JCAT,
pa je AT simetrala kuta <BAC. O Slika 6.

Lema 2. Zadan je trokut ABC sa sredisStem [ upisane kruZnice. SrediSte kruZnice
(IBC) je poloviste T onog luka BC kruZnice (ABC) koji ne sadrZi tocku A.

Dokaz. Uocimo da je tocka T, prema lemi 1,
sjeciste simetrale duZine BC i simetrale kuta SBAC.
Zato je dovoljno dokazati |TI| = |TB|. Oznacimo
unutarnje kutove trokuta ABC s o, f3, y. Vrijedi

JTBI = JCBI + 3TBC = ¥CBI + ¥TAC = & ;L P
ITIB = JIBA + JIAB = O‘ZLB

pa imamo
YTBI = 4TIB = |TI| = |TB. -

Slika 7.
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Teorem 2. Udaljenost sredista 1 upisane kruZnice od sredista O opisane kruZnice

trokuta ABC dana je s
|I0| = VR? — 2Rr.

Dokaz. Neka pravac Al sijeGe kruznicu (ABC) u
tocki 7. Prema lemi 2 je T srediste kruznice (/BC)
i vrijedi |TB| = |TI| = |TC|. Neka je P noZiste
okomice iz T na BC i Q noZiSte okomice iz I na
AB. Uotimo da je P poloviste duzine BC i [IQ| = r.
Sada iz pravokutnih trokuta AQI i BPT dobivamo

o
ALl sin = = [10] = |Al] = L

.o
sin —
2
o
|BP| = |TB|cos§ =
a Rsino .o
|TI| = |TB| = e @ @ = 2Rsin . Slika 8.
cos — cos —
2 2
Za potenciju tocke I imamo
r . a
Sin 5

a kako se tocka I uvijek nalazi unutar trokuta ABC,

R* — |IO)* = 2Rr = |IO| = VR? — 2Rr. 0

Korolar 3. U trokutu s polumjerima R i r opisane, odnosno upisane kruznice vrijedi
nejednakost
R > 2r.

Udaljenost ortocentra od srediSta opisane kruZnice odredit éemo u slucaju
Siljastokutnog trokuta (u tom se slucaju ortocentar nalazi unutar trokuta, odnosno
opisane kruznice). Najprije ¢emo dokazati jedno svojstvo ortocentra u trokutu.

Lema 3. Osnosimetricne slike ortocentra s obzirom
na stranice Siljastokutnog trokuta leZe na opisanoj
kruznici tog trokuta.

Dokaz. Neka je Ny noZiSte okomice iz vrha A
na stranicu BC i neka produzetak visine AN, sijece
kruznicu (ABC) u to¢ki Hs. Imamo

%:HABNA = %:NAAC =90° — Y
jer su to obodni kutovi nad tetivom H,C. Nadalje,
BH 1| AC = <NsBH =90° — <BCA =90° — v.

Slijedi, <HsBN4s = INsBH pa su trokuti BNyH,
i BNpH sukladni (KSK teorem), odakle imamo )
\HN,| = |NyH,|. O Slika 9.
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Teorem 3. Udaljenost ortocentra H od sredista opisane kruZnice O Siljastokutnog
trokuta ABC dana je s

|[HO| = R+/1 — 8 cos occos Bcos y.

Dokaz. Neka su Nj, Np noZiSta okomica iz
vrhova A, B na stranice BC, CA redom i neka
pravac AN, sijece kruZnicu po drugi put u tocki
Hy. 1z pravokutnih trokuta BNsH, ANgH, ANsB
dobivamo

|HN4| = |BNy|ctgy = |AB|cos Bctgy,
_ |ANp|  |AB|cosa
~siny  siny
Sada koristeéi lemu 3 i teorem o sinusima, raunamo
potenciju tocke H
p(H, (ABC)) = |AH| - |HH,| = |AH| - 2|HN,|

,cos o cos  cos ¥

[AH|

Slika 10.

=2|AB
[AB| sin? y
(&)
=2(-—— ] cosacosfcosy
siny

= 8R?cos o cos B cos y.
Bududi da je trokut Siljastokutan, ortocentar se nalazi unutar trokuta pa imamo
R? — |HO|* = 8R? cos o cos B cos ¥
—> |HO| = R\/1 — 8cos o cosBcosy. 0

Napomena 2. Tako smo lemu 3 i teorem 3 dokazali za slucaj Siljastokutnog trokuta,
analogni se dokazi provode i u slucaju tupokutnog trokuta (s time da u dokazu teorema
3 koristimo formulu redukcije za kosinus cos(180° — ¢) = —cos ¢). Zato jednakost
dana u teoremu 3 vrijedi i za tupokutan trokut. Uoc¢imo takoder kako je ta jednakost
trivijalno ispunjena za pravokutan trokut. Zato ¢emo sljedeéi korolar iskazati za bilo
koji trokut.

Korolar 4. Ako su o, B, v kutovi trokuta, vrijedi nejednakost

1
cosacosfBcosy < 3
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