Tri poboljsanja jedne neJednakostl u vezi s trokutom i

Sefket Arslanagic', Dragoljub MiloSevic?

Neka su a, b, ¢ duljine stranica AABC; o, B, y njegovi unutradnji kutovi; h,,
hy, he duljine visina; sq, sg, sy duljine simetrala unutra$njih kutova; R i r polumjeri
opisanog i upisanog kruga tog trokuta, te s i P njegov poluopseg i povrSina.

U [3], str. 70-76 je dokazana sljedeca nejednakost
Sa  Sp Sy _R+r

XL TL 1
hy - hy - he r M
U istom ¢lanku je dokazano i jedno njezino poboljSanje koje glasi
R
B3y @
he  hy  he 2r
Stvarno,
R R+ 9R _ R®+2Rr+r
34/ — < — —_—
2r r 2r r?

<= 9Rr < 2R? + 4Rr + 2+*
< 2R*—5Rr+2r* >0
<~ R-2r)(2R—71r) =20,

a ova nejednakost vrijedi zbog Eulerove nejednakosti, R > 2r, pa je stoga i nejednakost
(2) istinita. Jednakost u (1) i (2) vrijedi ako i samo ako je trokut istostranican.

Sada ¢emo dati dva poboljSanja nejednakosti (2). Ona glase

Se . SB Sy 4R

— 4+ = 1+ — 3
hg + hy e hC + r )
i
5B, Sy R
— 4+ =4+ = 3114+ —. 4
h <+ » + e ( + r) (4)
Dokaz. Dokazimo najprije (3). Iskoristit éemo poznate nejednakosti (vidi [2]):
sq < A/s(s —a), sp < /S(s —b), sy <A/s(s —¢),
kao i obrasce
2p 2P 2p
hy = —, hy = —, he = — i P =rs.
a b c

Sada imamo

Sa < av/s —a Sp b\/s—b Sy < c\Vs—c¢

he ~ 2rs ' hb 2r\/_ he = 2rys

' Autor je izvanredni profesor u miru na PMF-u u Sarajevu, e-posta: asefket@pmf .unsa.ba
2 Profesor je u miru na srednjoj §koli u Gornjem Milanovcu.
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a odavde nakon zbrajanja

Se | Sp Sy 1 ( )
Sa v B« 1 (as—a+bVs b ). 5
he Ty e S args VST at bV bbevs—c ©

Na osnovu nejednakosti Cauchy-Bunjakovski-Schvarza za n = 3,

(a1by + azby + azh3)* < (@} + 3 + d3) (B} + B3+ 13)
stavljajuéi a; = a, ay = Vb, a3 = \Jc, b = Va(s—a), by = \/b(s—D>),
by = \/c(s — ¢), dobivamo:

[Va- Vals =)+ Vo /oG — 8+ Ve VaG— )|

<(a+b+c)|a(s—a)+b(s—b)+c(s—c)],

odnosno

2
(a s—a—l—b\/s—b—i—c\/s—c) <2s[2s2—(a2+b2+c2)]

a odavde koristeéi poznatu jednakost a® + b* + ¢> = 2(s> — 4Rr — r?):

2
(a s—a+bVs—b+c s—c) <2s[2s2—2(s2—4Rr—r2)]
=4rs(4R+71),

tj.

av's—a+bVs—b+cys—c<2\/rs(dR+r). (6)
Sada iz (5) i (6) imamo

Se . SB Sy 1
oy 2B Yo 2/rs (4R + 1),
he T e S args 2VISURET)

S S Sy 4R
o Byt i 2R
n,n T

a to je upravo ono §to je trebalo dokazati.

odnosno

Jednakost u (3) vrijedi ako i samo ako trokut istostrani¢ni. Nejednakost (3) je bolja
od nejednakosti (2) (paiod (1)) jer je:

4R R 4R  9R
\[1+4 — <3/ =1+ —< —
r 2r r 2r

< R >2r

)

a ovo je poznata Eulerova nejednakost.
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Dokazimo sada i nejednakost (4). Ako u poznatu nejednakost

1
(cra < 30245742) (4= 3 [0+ (2P + -0 20) s xnz R
stavimo x = Z , V= Z 7= %, dobivamo,

2 2 2 2
Sa  SB ., Sy So B 5y
e B ) g3 te g By
(ha+h,,+hc) <h2+h§+h2>

Odavde zbog

So < /s(s —a), sgp < \/s(s—Db), sy < vVs(s—c),
2P 2rs 2P  2rs 2P  2rs

ha:_:_, hb:_:_, c = —— = —
a a b b c c

i poznatih jednakosti a* + b* + ¢* = 2(s*—4Rr—7r*) i & + b+ =
25 (s* — 6Rr — 3r%), imamo:

2
So  SB

— <
(h +hb+hc>

— > [(a2+b2+c2)—(a3+b3+c2)]

N

W
[ ———]

a*(s —a) n b*(s—b) c*(s—c)
4r2s 4r2s 472

o~
W 3, w

_ o o o 2 o 2
= rs[Zs(s 4Rr r) 25(5 6Rr Sr)]

3 R
— ﬁ(ZquLZrz) 3<1+7),

N

tj.

o SB Sy R
S AP CY S
n,n <+r)

§to je 1 trebalo dokazati. Jednakost u (4) vrijedi ako i samo ako je trokut istostranican.
Nejednakost (4) je bolja od nejednakosti (3) (paiod (2) i (1)) jer je:

Pl ol

> 2r,

§to je opet Eulerova nejednakost.

Ostaje otvoreno pitanje da li je nejednakost (4) najbolje pobolj§anje nejednakosti (1)?

3R
Napomena. U [4] je na stranici 219 dana neJednakost — + h—ﬁ Z—y < o> koja je
b c r
mnogo slabija od nejednakosti (1) jer je:

R+r 3R

2— <= R > 2r (Eulerova nejednakost).
r r
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Lako se dokaZe da je gornja nejednakost slabija i od nejednakosti (2), (3) i (4) jer
smo dokazali da vrijedi niz nejednakosti:

R_ R R 4R R
R +r>3\/—>\/1+—>,/3(1+—).
2r r 2r r r

Dokazimo jo§ jednakosti koje smo koristili u prethodnim dokazima:

ab+bc+ac:r2+sz+4Rr, 7
a2+b2+62:2(s274Rr7r2), (8)
@+ 4+ =2 (52—6Rr—3r2). 9
Dokaz od (7). Imamo
P? bc P - —b) (s — b
r2+sz+4Rr:_2+Sz+ﬂ'_:(s a) (s —b) (s C)+S2+E
s P s s s
_(s—a)(s—b)(s—c)+ s +abc
s
7s3faszfb52+abs—szc+asc+bcs—abc+s3+abc
N s
=25 —s(a+b+c)+ab+ ac+ bc = 25> — 25> + ab + ac + bc
= ab + bc + ac,

tj. vrijedi (7).

Dokaz od (8). 1z jednakosti

(a+b+c) =d®+b*+c+2(ab+bc + ac),
koristeéi jednakost (7), imamo
42 =4+ D2+ +2(P + 52+ 4Rr) <= >+ >+ =2(s> —4Rr — 1?),

tj. vrijedi (8).

Dokaz od (9). Koristit ¢emo poznati identitet:

a+b+c —3abc=(a+b+c)(a’ +b* +c*—ab—bc—ac).

1z (7) i (8) dobivamo:

@ +b 4+ —12RP =25 (2s2 —8Rr— 217 — 1 — —4Rr)
=+ +3 =2 (52 — 12Rr — 3r2) + 12Rrs
—=d+b+el :2s(5273r2 76Rr),

tj. vrijedi i jednakost (9).
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