Matematicke restauracije Marina Getaldica, 2. dio i

Marijana Borié!

Odrazi i recepcija Getaldic¢evih restauracija

Djelo Orzivijeni Apolonije imalo je Siroki odjek u matematickoj literaturi svog
vremena, pa i kasnije. Znacajno djelo u kojem se prenose Getaldieve restauracije
Apolonijeva djela O nagibima je knjiga francuskog matematicara Pierrea Herigonea
Cursus mathematicus (Pariz, 1644.). Tu se prenose Getaldiceve formulacije Apolonijevih
problema (paralelno je tiskan izvorni latinski tekst i francuski prijevod), dok je sav ostali
sadrzaj koji ukljucuje rjeSenja, konstrukcije i dokaze problema prikazan specifi¢nom

1" Autorica dr. sc. Marijana Bori¢ je s Odsjeka za povijest prirodnih i matemati¢kih znanosti Hrvatske akademije
znanosti i umjetnosti, e-posta: mbul jan@hazu.hr
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Herigonovom simbolikom.!®> Getaldiéeva restauracija jo§ je za njegova Zivota imala
odjeka i na tlu Engleske, o ¢emu svjedoci zapis Thomasa Harriota (1560.-1621.),
unutar njegova rukopisa cuvanog u British museumu (Add. MSS 6784. f. 229). Harriot
baveéi se Apolonijevim djelom O nagibima navodi Getaldicevu restauraciju.'® Kasnije
u 18. stolje¢u, dva su se engleska znanstvenika bavila Getaldicevom restauracijom
Apolonijeva djela O nagibima.'” Analizirajuéi Andersonove restauracije matematicar
Samuel Horsly, autor djela Apolonii Pergaei inclinationum libri duo (Oxford, 1770.),
dva puta je u svom tekstu spomenuo Getaldi¢a. Prvi put kada tvrdi da se prije same
konstrukcije u restauracijama sluZio algebarskom analizom koja je djelotvornija u traZzenju
konstruktivnog rjeSenja (knjiga I, str. 103). Drugi put kada spominje Getaldi¢a, obrazlaze
okolnosti zbog kojih je njegova restauracija OZivijeni Apolonije ostala nedovrSena, te
prikazuje i analizira Andersonovu dopunu Supplementum Apollonii redivivi (knjiga II,
str. 113-114). Budud¢i da ne spominje Getaldiéevu restauraciju OZivljeni Apolonije,
knjiga druga, namece se zakljuCak da mu to djelo vjerojatno nije bilo poznato. Horsly
se 1 sam bavio restauracijama Apolonijevih djela. Medutim, njegov je pristup sasvim
drugaciji od prethodnika. U to vrijeme algebarska je metoda ve¢ afirmirana i ima velik
broj pristaSa. Horsly se u rjeSavanju problema oslanja na Getaldieve formulacije, ali
dalje radi pomocu Vietove algebarske metode, koristeéi algebarsku analizu i sintezu.
Getaldi¢a spominje u svom djelu i Reuben Burrow, engleski matematicar koji se i
sam bavio restauracijama Apolonijevih djela. O tome je u Londonu 1779. godine
objavio knjigu naslova A restitution of the geometrical treatise of Apollonius Pergaeus
on inclinations. U predgovoru knjige piSe da Apolonijevi problemi nigdje nisu prije
bili razmatrani, sve do Getaldi¢a i Horsleya. Za razliku od Horsleya koji se uglavnom
sluZzio Getaldi¢evim formulacijama s neznatnim izmjenama, Burrow na temelju vlastitih
istrazivanja Papova djela Mathematicae collectiones, samostalno formulira Apolonijeve
probleme. Njegove se formulacije znatno razlikuju od Getaldi¢evih, tako da im se
formulacije podudaraju tek u jednom problemu.'® Getaldidev treéi i Cetvrti problem,
kod kojeg se uvodi romb, Burrow definira opcenitije. Formulira ga pomocu dva pravca
koja se sijeku i tako jednim problemom obuhvaca dva Getaldieva. RjeSavajuci peti
problem, koji je kod Burrowa znatno kompleksniji i sadrZi viSe njih, samo jedan od
formuliranih obuhvada Getaldicev peti problem!®. Ovo je prvi put da se daje nova
formulacija problema i ne uzima se za polaziSte Getaldi¢eva formulacija Apolonijevih
problema, onako kako ih je Getaldi¢ shvatio iz Papova teksta u Comandinovu prijevodu.

15 Premda to iz samih naslova nije odmah vidljivo, Pierre Herigone u djelu Cursus mathematicus (Pariz, 1644.)
prikazuje ne samo Getaldi¢evu restauraciju o nagibima, nego i Getaldiceve restauracije Apolonijeva djela O
dodirima, ali zajedno s Vietovim. Objavljene suu Cursus mathematicus pod naslovom Apollonii Pergaei tactionum
geometria (svezak I, str. 915-934), ali su sve pripisane Vieteu, dok su Getaldic¢eve restauracije Apolonijeva djela O
nagibima nalaze pod naslovom Apollonii Pergaei inclinationum geometria (str. 905-914). Premda u Herigonovoj
knjizi Getaldi¢eve restauracije nisu niti pretiskane, niti prevedene, nego zapisane u simboli¢koj formi, u tom su
obliku postale mnogo poznatije nego da su samo ostale u izvornom izdanju. Opirnije o tome vidi u knjizi Z.
Dadi¢ Hrvati i egzaktne znanosti u osvit novovjekovlja, Zagreb, 1994., str. 179-180.

16 Rosalind C. H. Tarner, Thomas Harriot (1560.-1621.), u 7. Dadi¢, (ur.), Marin Getaldi¢, Sabrana djela I,
vidi?, str. 163.

17 Tada je i Johan Lawson preveo na engleski, u neito izmijenjenom obliku, Getaldiéevu restauraciju Apolonijeva
djela O dodirima i objavio u svom djelu The two books of Apollonius Pergaeus concerning tangencies as have
been restored by Franciscus Vieta and Marinus Ghetaldus (prvo izdanje Cambridge 1764., drugo London 1771.)
18 To je kod Getaldi¢a problem II, a kod Burrowa problem I.

190 tome detaljno pise 7. Dadi¢, Ozivijeni Apolonije ili obnovljena geometrija nagiba Apolonija Pergejca, u
7. Dadi¢, (ur.), Marin Getaldié, Sabrana djela I, vidi?, str. 203-204). “Ostali se uzimaju opcenitije, jer tocka
kroz koju prolazi presjecni pravac ne mora biti na jednoj od zadanih kruZnica i istodobno na spojnici srediSta
tih kruznica, kao $to je to kod Getaldic¢a, nego moze imati razne poloZaje, a i za sam presjecni pravac mogu se
postaviti razni uvjeti, pa i takav da bude usporedan sa zadanim pravcem”.
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Papov tekst o problemima bio je tako teSko i nerazumljivo srocen, da je ocito imao
moguénost razli¢itih interpretacija®®. Pored toga vaZno je naglasiti da se i Burrow
metodoloskim pristupom razlikuje od prethodnih restauracija. On uocava da Horslyeva
primjena algebarske metode nije primjerena restauraciji antickog matematickog djela.
Svjestan vaznosti odabira metode kojom ce se pisati djelo, Burrow se odlucuje za
starogr¢ku geometrijsku analiti¢ko-sinteticku metodu. Kako Getaldi¢, tako i on odabranu
metodu dosljedno provodi tijekom pisanja citavog djela, koje u tom smislu predstavlja
cjelinu, nacinjenu u okvirima anticke matematike. Getaldi¢ i Burrow jedini su autori
koji su zadovoljili kriterije potpune restauracije bududi se ona, pored sadrzaja, mora i
metodoloski pribliziti izvorniku. U tom smislu svi restauratori koji su odabrali metodu
po kriteriju jednostavnijeg puta do rjeSenja, te ukoliko metoda nije pripadala okvirima
anticke matematike i kao takva dosljedno provodena tijekom restauriranja, nisu u punom
smislu ostvarili cilj. Getaldi¢ je poznavajudi tradiciju anticke matematike i njenih metoda,
te na temelju sacuvanih Apolonijevih djela i zapisa o zagubljenim djelima, za korektnu
restauraciju Apolonijeva spisa O nagibima imao moguénost izbora izmedu sinteticke ili
geometrijske analiticko-sinteti¢ke metode. Budu¢i nema ¢vrstog dokaza kojom se od tih
dviju metoda Apolonije koristio piSuéi djelo o nagibima, obje su podjednako prikladne,
pa je izbor jedne od njih stvar osobne sklonosti i prosudbe samog restauratora.

Getaldiéev rad na matematickoj analizi i sintezi

Getaldi¢ je ne samo u restauracijama ve¢ u svim svojim djelima veliku vaZnost
pridavao odabiru matematic¢ke metode. Nakon Sto je Viete uveo algebarsku metodu u
matematiku, Getaldi¢ je medu prvima prihvatio i razvijao algebarsku analizu koja je
omogucavala nove vidike u matematici i pomocu nje rjeSavao pojedine geometrijske
probleme. Medutim primjenjivao je obje metode, svjestan da koliko god bila korisna nova
algebarska metoda, nije mogla poreéi vrijednost dotada$njoj geometrijskoj metodi.?!
Tezio je da njegov rad na Apolonijevim djelima u metodoloSkom smislu predstavlja
homogenu cjelinu. O tome svjedoc¢i i Cinjenica da kada je na petom problemu iz
Apolonijeva djela o nagibima iskuSavao novu algebarsku metodu, vlastito algebarsko
rjeSenje petog problema nije tiskao u restauraciji, OZivijeni Apolonije, ve¢ u svom
glavnom djelu De resolutione et compositione mathematica (O matematickoj analizi i
sintezi) objavljenom u Rimu 1630. To je djelo osmislio kao prvi cjeloviti priru¢nik nove
algebarske metode. U njemu primjenjuje Vieteovu algebarsku analizu na raznorodnoj
gradi. Cilj mu je bio da prikaZe snagu i dosege nove metode te tako doprinese njenoj
afirmaciji. RjeSavajuci neobradene probleme Getaldi¢ je doSao do novih rezultata kojima
se pribliZzio utemeljenju podrucja analiticke geometrije.??

20 Sam Getaldi¢ kaZe kako mu je bilo teZe shvatiti probleme nego ih rijesiti.

21 Tijekom 17. stoljeéa mnogi su matematicari smatrali da se samo algebarskom i analitickom metodom mogu
dobiti novi rezultati u analitickoj geometriji i nisu bili skloni geometrijskom istrazivanju krivulja. Usprkos opéem
vjerovanju francuski matematicar Girard Desargues (1593.—1662.) istraZivao je krivulje koje se dobiju okomitim
ili kosim projekcijama na ravninu. Uocio je da premda se pritom mijenja oblik krivulje, ostaju sacuvana neka
njena svojstva. Zbog brojnosti pristasa algebarske metode njegov rad u to vrijeme nije imao sljedbenika, ali se
kasnije pokazalo da se i u sklopu stare geometrijske metode mogu dobiti, ne samo novi matematicki rezultati
nego i nova podrucja kao projektivna geometrija.

22 Uvodenje algebarske analize snaZno je obiljeZilo matematiku s pocetka novovjekovlja. Dotad algebarske
operacije nisu bile apstrahirane i odvojene od konkretnih objekata. Viete uvodi opée veli¢ine i slovni racun,
koje se plodonosno spajaju s antickom tradicijom. Simbolicka algebra se razvila uvodenjem opéih veli¢ina u vec¢
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Autor je i jednog fizikalnog djela Promotus Archimedes (Rim, 1603.), u kojem uvodi
matematiku u fizikalna istraZivanja, te se viSestruko sluZi matemati¢kom metodologijom,
ne samo pri istraZivanju i dokazivanju cCinjenica, nego i pri izlaganju dobivenih
zakljucaka. Tako je cjelokupno djelo koncipirao po uzoru na Euklidove Elemente.
Getaldicev stil izlaganja fizikalne grade geometrijskom metodom rani je nagovjestaj
Sirenja geometrijske metode na razli¢ita podrudja filozofije 17. stoljeca.?

Kako je to razvidno iz njegove sacuvane korespondencije, Getaldi¢ je tijekom
Zivota istovremeno radio na nekoliko djela razli¢itih metodoloskih pristupa. Istrazujudi
Apolonijeva djela postupao je kao anticki matematiCari te u restauracijama geometrijske
probleme rjeSava konstrukcijom u kojoj je polazio od zadanih veli¢ina i slijedom
zaklju¢ivanja dobivao traZene veli¢ine, a zatim tu konstrukciju dokazivao.’* Da
bi jednostavnije pronaSao put sloZenih konstrukcija, Getaldi¢ je mogao Kkoristiti i
geometrijsku analizu, kojom ne bi prelazio okvire anticke matematike. Ona bi mu
olakSala postupak i posluzila da na temelju zakljucaka o zadanim i traZzenim veli¢inama
izvede konstrukciju problema, odnosno sintezu. Analiza tece obrnutim putem od sinteze.
Polazi se od trazenih veli¢ina koje se uzimaju kao poznate, pa se onda zakljucuje o
odredenim odnosima izmedu danih i traZenih veli¢ina. Bududi je Apolonije u nekim
djelima oznacavao analizu, a u nekima samo sintezu, Getaldi¢ je imao moguénost izbora
jednog ili drugog geometrijskog postupka. Vjerojatno se odlucio da izgubljeno djelo
restaurira Cisto sintetickom metodom, bududi je prije koristio satuvano Apolonijevo
djelo o ¢unjosje¢nicama koje je bilo sinteticko, te mu je ono moglo posluziti kao neka
vrsta uzora. U prilog tome svjedoci Cinjenica da su sve tri Getaldieve restauracije
Apolonijevih djela Cisto sinteticke, bez naznacene analize, te kao takve u metodoloskom
smislu predstavljaju ujednacenu cjelinu. Naravno to ne osporava moguénost da se
Getaldi¢ u istraZivanju rjeSenja problema paralelno koristio i analizom, ali ju nije
naznacio u sklopu postupka restauracije. StoviSe, buduéi je istovremeno radio na
restauracijama i pisao svoje glavno djelo O matematickoj analizi i sintezi gdje je, pored
ostalih, metodom algebarske analize obradivao i pojedine probleme iz Apolonijevih
restauracija, namece se zakljucak da je vrlo moguce da se u traganju za sloZenim
rjeSenjima iz restauracija, mozda ponekad i nesvjesno, koristio kao vodiljom rezultatima
analize koji su mu bili poznati.?

poznate metode analize i sinteze. Time metode analize i sinteze iz geometrijskog prelaze u algebarsko podrucje.
Uvodenje nove metode imalo je presudnu ulogu u daljnjem razvitku znanosti. Postupno dolazi do oblikovanja
pojma formule. Omogudila je nastanak jednostavnijih i egzaktnijih interpretacija rezultata istraZivanja i bila
preduvjet pojave novih matematickih podrucja u 17. stoljecu. Getaldi¢ je u promatranju neodredenih problema
bio vrlo blizu zakljucku da se sve tocke koje udovoljavaju problemu nalaze na nekoj krivulji. Tu posljedicu uocio je
Descartes nekoliko godina kasnije, a njegov zakljucak smatra se pocetkom i utemeljenjem analiticke geometrije.
Sto je Getaldicu nedostajalo do njezinog zasnivanja, tumaci se u radu Marijane Bori¢, Getaldi¢, Descartes i
analiticka geometrija, Prilozi za istraZivanje hrvatske filozofske bastine, Zagreb, 2012., god. XXXVII, br. 2(76),
str. 167-196.

23 Opésirnije o zna&aju tog djela vidi u radu Marijane Bori¢, Prinos Marina Getaldica preobrazbi novovjekovne
znanosti, HUM — ¢asopis Filozofskog fakulteta SveuciliSta u Mostaru, 2012., br. 9, str. 269-290.

24 Za jednostavne slu¢ajeve lagano se dolazi do konstrukcije rjeSenja. Medutim sloZeniji problemi traZe vrlo
komplicirane konstrukcije, koje je znatno lakSe pronaci ako se prije ispita odnos zadanih i traZenih veli¢ina.
Vjerojatno su i stariji anticki matematicari koristili taj na¢in u pronalazenju konstrukcije, ali postupak njenog
traZzenja nisu biljeZzili u svojim tekstovima. Tek pod utjecajem Aristotela taj se postupak pocinje zapisivati u
matematickim tekstovima. Sam Apolonije u nekim je djelima naznaCavao analizu, a u nekima nije.

25 Zarko Dadi¢ u knjizi Hrvati i egzakme znanosti u osvitu novovjekovlja, (Zagreb, 1994.), str. 171, pise o
Getaldicevoj metodi i kaZe da Samuel Horsley iznosi zanimljive tvrdnje u djelu Apollonii Pergaei inclinationum
libri duo, Oxonii, 1770, str. 103. Horsley tu naime tvrdi da je Getaldi¢ do svojih rjeSenja doSao algebarskim
putem, a da je tek nakon toga primijenio geometrijsku konstrukciju. Tu njegovu tvrdnju prenosi kasnije i A.
Favaro, povjesni¢ar znanosti u Amici e correspondenti di Galileo Galilei XXIV — Marino Ghetaldi, Atti del Reale
Istituto Veneto di scienze, lettere ed arti, Anno accademico 1909.—1910., Tomo LXIX — parte seconda, str. 317.
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Primijeniv§i planski u tiskanom djelu iskljucivo sinteticku metodu, Getaldi¢ je
postigao da njegov OZivljeni Apolonije bude restauracija srodnija izvornim Apolonijevim
djelima, od nekih drugih, kasnijih restauracija.

Primjer Getaldi¢eva rada na restauracijama

Da bi se predocio stil Getaldi¢eva izlaganja, koji je bio karakteristican za matematiku
na prijelazu iz 16. u 17. stoljece izloZit ¢e se problem I preuzet iz prijevoda Getaldi¢eva
djela Ozivijeni Apolonije ili obnovljena geometrija nagiba Apolonija Pergejca, tiskan u
7. Dadi¢, (ur.), Marin Getaldié, Sabrana djela I, vidi’, str. 207-210.

Problem I

U zadanoj kruZnici opisati duZinu zadane veli¢ine koja dopire do zadane tocke.*®

Ovaj problem ima dva slucaja i to jedan ako je zadana toCka izvan kruZnice (slika
1), a drugi (slika 2) ako je ona unutar nje. U prvom slucaju zadana duZina ne smije biti
veca od promjera kruZnice, ali isto tako ne smije biti manja od one duZine u kruZnici
koja u zadanoj tocki sijece promjer pod pravim kutom.

Konstrukcija prvog slucaja

Zadana je kruZznica DHE (ije je srediSte B; zadana to¢ka A je izvan kruZnice, dok
zadana duZina Z ne smije biti veca od promjera kruznice. U kruZnici DHE treba upisati
duZinu jednaku duZini Z i ona treba doprijeti do tocke A. Ako je promjer kruZnice
DHE jednak duZini Z, povucimo od to¢ke A promjer i tako ¢emo uciniti ono Sto se
traZi. Ako je pak duZina Z manja od promjera, povucimo AE tako da dodiruje kruZnicu
DHE u tocki E, zatim spojimo BE. Dakle kut AEB bit ¢e pravi. Zatim na duZini EB
oduzmimo EF koja je jednaka polovici duzine Z, pa onda spojimo takoder i AF, te
oko srediSta F' razmakom FE opiSimo kruZznicu CEG koja sijeCe produZenu duZinu
AF u to¢kama C i G. Ovu ¢e kruZnicu dodirivati duZina AE u tocki E. Naime kut
AEF je pravi kut. Zatim oko srediSta A razmakom AC opiSimo drugu kruZnicu koja
sijee kruznicu DHE u tocki H i kroz tocku A povucimo duzinu AHD koja sijece
istu kruznicu jo§ u to¢ki D. Bududi da su jednaki pravokutnici HAD i CAG — naime
jednom i drugom je jednak kvadrat AE?’ — duzina AH je jednaka duZini AC, bit ée i
AD jednaka duzini AG, pa ¢e stoga oduzimanje jednakih jednakima, ostatak HD biti
jednak ostatku CG. Medutim, CG je jednak upravo duZini Z — naime, jedna i druga je
dvostruko veca od same FE — pa ¢e zato i HD biti jednaka upravo duZini Z. Dakle,
u zadanoj kruznici DHE upisana je duZina DH jednaka zadanoj duZini Z i ona dopire
do tocke A. A to je trebalo uciniti.

26 J originalu se u ovom problemu, kao i u drugima koji slijede, upotrebljava izraz recta linea, koji jednom znaci
duzinu, a drugi put pravac. Zbog toga je vrlo tesko ispravno prevesti formulaciju ovog problema. U prvom dijelu
formulacije ovog problema recta linea znaci duZinu, buduci da joj se zadaje duljina, dok u drugom dijelu znaci
pravac na kojem ta duzina lezi i koji dopire do zadane tocke na toj duZzini ili na njezinom produzetku. Sasvim
slobodno problem bi trebalo formulirati ovako: Zadanoj kruznici upisati duzinu zadane veli¢ine tako da ona ili
njezin produZetak prolazi zadanom tockom.

27 Pravokutnik HAD znaéi |AH| - |AD|, akvadrat AE znadi |AE
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Slika 1. (Sabrana djela, str. 208) Slika 2. (Sabrana djela, str. 209)

Konstrukcija drugog slucaja

Uzmimo da je sve zadano kao prije. Neka A bude u kruZnici, a Z ne smije biti veca
od promjera zadane kruZznice DHE, niti manja od one duZine u kruZnici koja u tocki
A sijeCe promjer pod pravim kutom. Treba uciniti ono Sto se traZi. Povucimo kroz A
promjer CAI kruznice. Ako je, dakle, taj promjer jednak zadanoj duZini Z, ve¢ je
ucinjeno Sto se traZilo. Ako je pak veci, povucimo kroz A na duZinu CI duZinu EAM
pod pravim kutom. Ako je duZina EM jednaka zadanoj Z, opet je ve¢ ucinjeno Sto se
trazilo; a ako je manja, postavimo na AC duzinu EF jednaku polovici Z. Medutim
polovica duZine Z je veéa od EA (katkad se postavlja veca od cijele EM, koja je
dvostruko veca od same duzine FA). Zatim neka duZini FE bude jednaka FG, pa oko
sredi§ta A razmakom AG opiSimo kruZnicu koja sije¢e DHE u tocki H te onda spojivsi
HA produzimo je do tocke D, i onda oduzmimo FL koja je jednaka duzini FG ili FE.
Buduci da je, dakle duZina GL tako razdijeljena tockom F na jednake dijelove i tockom
A na nejednake, bit ¢e zbroj pravokutnika GAL i kvadrata FA jednak kvadratu FG,
odnosno FE. Medutim, kvadrat FE je jednak zbroju kvadrata FA i EA, pa ¢e stoga i
zbroj pravokutnika GAL i kvadrata FA biti jednak zbroju kvadrata FA i EA. Odbijmo
im zajednicki kvadrat FA, pa ¢e dakle preostali pravokutnik GAL biti jednak preostalom
kvadratu EA. Medutim kvadrat EA, odnosno pravokutnik EAM jednak je pravokutniku
HAD, pa ¢e i pravokutnik GAL biti jednak pravokutniku HAD. Ali i GA je jednaka
duzini HA po konstrukciji, pa ¢e i AL biti jednaka duZini AD, a dodavanjem jednakih
jednakima bit ée cijela HD jednaka cijeloj GL. Medutim, GL je jednaka upravo duZini
Z — naime, GF i1 FL jednake su duZini FE, odnosno polovici duZine Z, pa ¢e stoga
i HD biti jednaka duZini Z. Dakle u zadanoj kruznici DHE upisali smo duZinu DH
jednaku zadanoj duZini Z i ona prolazi tockom A. To je ono §to smo trebali uciniti.

Rekli smo pak da zadana duZina Z ne smije biti veca od promjera CI niti manja od
same duZine EM, jer je u kruZnici najveéa duZina promjer, a EM je najmanja od svih
koje idu kroz tocku A.

Povucimo, naime, neku drugu duzinu HAD 1 raspolovimo je na dva dijela u tocki
N. Dakle, bududi da je kvadrat HN jednak zbroju pravokutnika HAD i kvadrata NA, a
kvadrat EA, odnosno pravokutnik EAM, jednak pravokutniku HAD, kvadrat EA bit Ce
manji od kvadrata HN. Stoga ¢e i duZina EA biti manja od HN, a dosljedno EM ce
biti manja od HD. Naime, duzine EM i HD dvostruko su veée od duZina EA i HN.
Na sli¢an ¢emo nacin dokazati da je EM manja od svih duZina povucenih kroz tocku
A, pa je stoga ograni¢enje sasvim jasno.
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