ﬁ ZADACI I RIESENUA
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Redakcija, iz tehnickih razloga, daje ovo
upozorenje:

Krajnji rok za primanje rjeSenja iz ovog
broja je 31. svibnja 2014. RjeSenja (i imena
rjesavatelja) bit ¢e objavljena u br. 1/257.

Ujedno molimo da pripazite na upute rjesa-
vateljima koje su na str. 216.

A) Zadaci iz matematike

3401. Dokazi da je za svaki prirodan broj
n 1 svaki prirodan broj a > 1 broj

n2n+1)3n+1)...(an + 1)
djeljiv sa svakim prostim brojem manjim od
a.
3402. a) DokaZi da za svake realne brojeve

a, b i svake pozitivne brojeve x, y vrijedi
nejednakost

2 2 2
@ b lath)
X y X+y
b) Dokazi da za svake realne broje-
ve ap,ay...,an 1 svake pozitivne brojeve
X1,X2,...,Xn, 1 > 2, vrijedi nejednakost
2 2 2
Dy gyt ta)
X1 Xn X1+ ...+ xn

3403. Neka su a, b, c pozitivni realni
brojevi takvi da je a+b+c=3 1 abc =1.
Dokazi nejednakost

ab n bc
(@ +b)(a+b2) (B2 +c)(b+c?)
ca 3

= <=z,
+(02 +a)(c+ad?) ~ 4
Uputa. PokaZi najprije da vrijedi nejedna-
kost
(@ +b)(a+b%) > (@ +a)(b* +b).
3404. Neka je a > b > 1, A =log,(a—b)

i B =log,(a—b). Ako je da* + b*> = 3ab
dokazi A + B = 2AB.
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3405. U cetverokutu ABCD, AD je
paralelno s BC, AD i BC su okomiti na
CD, dijagonale AC i BD sijeku se u tocki P
i QO je noziste okomice iz P na CD. Dokazi
jednakost

1 11
[AD| ~ [BC|  |PQ|"

3406. U kvadratu ABCD dane su tocke
M € AB i N € AD tako da je |AM| = |AN].
Na duZini BN nalazi se tocka P takva da je
AP 1 BN. Dokazi da je MP L CP.

3407. Neka je k(O,r) upisana kruZnica
pravokutnom trokutu ABC s pravim kutom u
vrthu C. Dokazi jednakost

|AO| - |BO| = V2|AB|.

3408. Pravac kroz vrh A jednakostrani¢nog
trokuta ABC sijece stranicu BC u to¢ki F, a
opisanu mu kruznicu u M. DokaZi jednakost

1 1 1
= + .
IMF|  |MB| |MC]|

3409. Ako su a, b, c¢ duljine stranica
trokuta i o, f, ¥ nasuprotni im kutovi takvi
da vrijedi

a® cos? o + b” cos® B= ? cos’ Y,

koje vrijednosti mogu poprimiti kutovi tog
trokuta?

3410. Nadi sva pozitivna cjelobrojna
rjeSenja x, y, z sustava jednadzbi

x+y—z=12
x2+y2—z2:12A

3411.
jednadZbe

Odredi sva cjelobrojna rjeSenja

12x+ 10y + 15z = 1.
3412. Odredi beskonacni produkt

(- m)
v (2n —1)2

3413. Volumen pravilne Cetverostrane pira-
mide je V, a r je polumjer kruZnice opisane
oko njezine baze. Odredi udaljenost izmedu
srediSta te kruZnice i srediSta sfere opisane oko
piramide.
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B) Zadaci iz fizike

0S - 370. Hrvoje i Maja se pripremaju za
natjecanje u atletici tréeéi nekoliko krugova oko
nogometnog igraliSta koje je dugacko 80 metara
i Siroko 55 metara. Krenuli su istovremeno u
istom smjeru iz jednog kuta igraliSta. Hrvoje
tréi prosjeénom brzinom 5 m/s, a Maja
brzinom 4 m/s. Dogovorili su se da dée
se odmoriti kad se nadu na istom mjestu. Gdje
ée to biti? Koliko dugo ¢e tréati i koliki e
put prijeéi svaki od njih?

OS - 371. Svi otpornici na shemi
su jednaki. Kad se zatvori prekida¢ P
ampermetar A; pokazuje 3 ampera. Koliko
¢e pokazivati svi instrumenti kad se zatvori i
prekida¢ P, ?

e
i

B b

OS - 372. Najnovija otkriéa o veli&ini
protona pokazuju da je njegov promjer 4 posto
manji nego §to se donedavno smatralo. Po tim
otkri¢ima je promjer protona 8.418 - 10710 m.
Atom vodika ¢ini samo jedan proton oko kojeg
kruzi jedan elektron. Koliko je puta gustoca
protona veéa od gustoée atoma vodika ako
elektron kruzi na udaljenosti 5.3-107!! m od
jezgre? Masa protona iznosi 1.6726- 1077 kg,
a elektrona 9.109-1073! kg. Za proton i atom
pretpostavite da su u obliku kugle.

oS - 373. Dijagram prikazuje promjenu
duljine opruge u ovisnosti o sili koja djeluje
na nju. Kada se na nju objesi uteg X njena
duljina iznosi 18 cm, a kad se objesi uteg
Y duljina je 21 cm. Utezima X i Y se Zeli
uravnoteZiti poluga zanemarive mase dugacka
30 cm. Ako utege postavimo na krajeve poluge
na koju udaljenost od utega X treba postaviti
oslonac?

[ (cm)

N

1553. Tijelo A nalazi se na visini 15 m
iznad tijela B. Tijelo A pustimo da slobodno
pada. Nakon 0.5 s pustimo i tijjelo B da
slobodno pada. Tijela istovremeno padnu na
tlo. Odredi vrijeme padanja tijela A i visine
pada obaju tijela. Otpor zraka je zanemariv.

1554. Malena kugli- p
ca mase 20 grama visi na
niti (elektriénom izolato-
ru) na visini 5 cm iznad
velike horizontalne me-
talne ravnine i oscilira
malim oscilacijama peri- meg
oda 0.6 s. Ako kuglicu h
nabijemo nabojem izno- 7
sa 200 nC (predznak ni-
je bitan), koliki ¢e biti novi period malih
oscilacija?

1555. Na dnu cisterne za vodu nalazi
se otvor presjeka 2 cm?. Presjecna povrSina
cisterne je 0.8 mz, a visina vode je 0.5 m.

a) Kojom brzinom istjeCe voda? Koliko
litara istekne u minuti?

b) Ako cisternu neprekidno punimo brzinom
1.2 litre u sekundi, do koje ¢e se maksimalne
visine voda podi¢i?

1556. Da bismo naboj ¢ = 30 nC priblizili
dugackoj Zici jednolike linijske gustode naboja,
s 15 cm na 5 cm, potreban je rad 3 - 1074 1.
Kolika je linijska gusto¢a naboja Zice?

1557. Dvije opruge
konstanta elasti¢nosti k| =
480 N/m i ky = 120 N/m
spojene su jedna ispod dru-
ge, a ispod njih je uteg
mase 0.25 kg. Odredi pe-
riod malih oscilacija utega
(gore-dolje).

1558. Gustoca obi¢ne vode je 1000, a
leda 920 kg/m3. Odredi gustocu “teske”
vode i “teSkog” leda (u teskoj vodi su atomi
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vodika zamijenjeni “teSkim” izotopom vodika,
deuterijem, atomske mase 2 g/mol).

1559. Brzina valova na vodi (valne duljine
veée od 1 m) ovisi o valnoj duljini na sljedeci

nacin:
_ /&
v(A) =45

gdje je g = 9.81 m/s2 ubrzanje sile teze.
Odredi kojom se brzinom gibaju valovi duljine
3 m i kolika je valna duljina valova koji se
kre¢u brzinom 1.8 m/s.

C) RjeSenja iz matematike

Zadatak 3369 iz MFL 2/254 se moze rijesiti
puno elementarnije, koriste¢i samo poznato
svojstvo paralelograma.

3369. Na slici je prikazan kvadrat i tocke
M, N, P, A, B, C, D, E tako da je
|PA| = |AB| = |BC| = |CD| = |DE| = |MN].
Koliki je zbroj kutova MAN, MBN, MCN,
MDN i MEN?

RjeSenje. Svi cetverokuti MNAP, MNBA,
MNCB, MNDC, MNED su paralelogrami
i MA, MB, MC, MD, ME, tim redom, su
njihove dijagonale. Kako su kutovi s paralelnim
kracima jednaki, redom imamo: JMAN =
IPMA, SMBN = JAMB, SMCN = BMC,
IMDN = $CMD, ¥MEN = ¥DME. Sada
imamo

IMAN+<SMBN+YMCN+IMDN+IMEN
= SPMA+JAMB+<BMC+YCMD+<IDME
= JPME = 45°.

Ur.

3375. Racionaliziraj razlomak
2
1+5V2+7V4
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Prvo rjesenje. Koristit ¢emo identitet
x3+y3+z3 — 3xyz
=(+y+) +y +7 —xy -y —2),

.
x= V1,
y:5\3/§= 3/@,
z:7\3/Z: é/ﬁ,
(V1 + V250 + V1372)
A(V12 4 /2502 4 /13722 — V1250
— V11372 — V250 - 1372)
=1+250+ 1372 — 3/1-250 - 1372
= 1623 — 3Y/70° = 1413.

Dani razlomak postaje

[V2(V/12 4 V2502 + V13722 - Y1250
—YT-1372 — 250 1372)] /1413
Y2(1 4+ 9392 — 70 + 18/4)

1413
 V2(—69 + 9332 + 18/4)
1413
_ V2(—234312+6V4)
471
—23Y2+ 3134+ 12

471

Halil Lacevié¢ (1),
Tursko-Bosanski Sarajevo College, Sarajevo

Drugo rjeSenje. Odabrat ¢emo cijele brojeve
a, b, c tako da vrijedi

(TVE+5V2+1)(aVd+bY2 +¢)
= 14a/2 + 10a + aV/4 + 14b + 5b/4
FbV2+ TV +5¢32 + ¢
= (14a+b+5¢)V2 + (a+5b+7c) V4
+ (10a + 14b + ¢).
Mora biti
l4a+b+5c=0
a+5b+7c=0.

e
Imi



Iz prve jednadzbe dobijemo

b= —5c— 14a
pa uvrStavanjem u drugu imamo
6
69a = —18¢ tj. =——c.
9a c t. a 23c
Sada iz prve jednadzbe imamo
23 . 1
b= 365a714a= %a
tj.
6
= —b.
“T 3
Mozemo uzeti
a=6, b=31, c=-23.
Sada je

V2(63/4 + 3132 — 23)
(TV4 452+ 1)(67/4+ 3132 —23)

- (12+31\3/4_1723\3/§)/
(84%+60+6x3/2+434+ 155v/4
1312 — 16174 — 115\3@—23)

1243174 -2332
- 471 '

Petar Orli¢ (2),
XV, gimnazija, Zagreb

Trece rjeSenje. Stavimo
r=1+5v2+7V4.
Tada je
(r—17° = (5v2+7V4)°
P -3 +3r—1
= 250 + 1050V/2 + 1470V/4 + 1372

= 1622 +210(5V2 + 7V/4)
= 1622 +210(r — 1)

= 1412 + 210r
P — 37 —207r = 1413
2 3007 = 1413
p

1A =3r—207  r(r—3)—207
ro 1413 B 1413

(1453247 V/4)(—2+5V2+73/4)—207

1413
234312+ 6V4

471
Dakle, razlomak postaje
V2 -23V2+431V4+ 12

r 471

Ur.

3376.
Jjednadzbu

Vxr = 14+2v/x —4+ ...+ nvxy —n2

1
= E(XI +X2+...+Xn).

U skupu realnih brojeva rijesi

Rjesenje. Uvedimo supstitucije:
a% =x1—1
2 2
ay =xn —n".
Sada je
ay +2a; + ...+ nan

A1+ B+ ta / 5
- 2

a%72a1+1+a%74a2+4+ . +a372nan+n2 =0
(a1 — 1) + (a2 —2)* +.

Rjesenje je

o+ (@ —n)* =0.

a) =

ay =2

an=n
tj.
xp =2

=222

Xn = 2n2.

Petar Orli¢ (2), Zagreb
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3377. Rijesi diofantsku jednadibu
Sx+ Ty =28.

Prvo rjeSenje. Jedno partikularno rjeSenje
je
X0 = 3, X0 = —1.
JednadZba poprima oblik
5(x—x0) +7(x —xp) =0
5x—=3)+7x+1)=0
x=Tt+3
=
x+1=-5¢ x=-=5t-1

Petar Orli¢ (2), Zagreb

x—3="7Tt
zasvetE€Z

Drugo rjesenje. Svako rjeSenje diofantske
jednadzbe zadovoljava konvergenciju
5x+7y =8 (mod 5)
pa je 2y = —2 (mod 5), odakle je
y=-1(mod 5) . y=—-1+5t zat€Z.
UvrStavanjem u polaznu jednadZbu dobivamo
5x+7(—=1+5r) =8
paje x = 3—7t. Dakle, rjeSenje je x =3 —7r,
y = —1+4 5¢, gdje je t proizvoljan cijeli broj.
Ur.

3378. Rijesi logaritamsku jednadZbu
4lognx _ 3 4 ozt _

RjeSenje. Imamo: x >0, x # 1 te

1
logyox = log, 10
X
log, 4
logp4 = 10ng10 = log;o x - log, 4.

Dana jednadZba postaje
glogix _3p  loggxlog 4 _
4logox 3 4 (xlogx4)logmx -0
40207 _ 3 4 glognx _
2.41%%0% =33 / .2
402107 _ 14 — 42
log;px =2, a odavde

x = 10% = 100.
Amina Helaé¢ (4),
Peta gimnazija, Sarajevo, BiH
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3379. DokaZi da za svake realne brojeve x,
Y, z vrijedi nejednakost

2 2 2 2 2 2
Yy —x =y X' =z

0
22 4+1 22 4+1 22241~

RjeSenje. Dana nejednakost je ekvivalentna
s

V(2 1) 2+ 1)+ (20 +1) (222 +1)
22 (27 +1) (2% +1)
> (2% +1) 222+ 1)+ (2% +1) (282 +1)
+22 (2 +1) (2 +1)
e a2t 102 R P pad
12t 2 Ayt ot oy
> 42224232 42 PP Ay
+2x2y2+2y222+y2+4x2y222+2x222
12’7+
— 4y422 +2y4 a4ttt 4x4y2 o
> 12x2y2z2+2x2y2+2x212+212y2. (1)
Kako je zbog AG nejednakosti
N P 3/x6y6z6 = 3222,
imamo
4(y422 +x27 +x4y2) > 12677,
pa iz (1) slijedi:
2y4 + 274+ 2x > 2)62y2 +2%7 + 2z2y2
tj.
(yz _ z2)2 I (x2 _yz)z I (x2 _ zz)z >0
Sto vrijedi. Dakle, nejednakost je toc¢na.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je x =y = z.

Halil Lacevi¢ (1), Sarajevo, BiH

3380. Neka je ag,ay,...,an, ... aritmeticki
niz. DokaZi da za svaki n vrijedi jednakost

(anani1)? — (a1a)?

a?+ag+...+a§l: id s

gdje je d razlika niza.

RjeSenje. Dokazat ¢emo tvrdnju matematic¢-
kom indukcijom.



Baza indukcije. Za n =1 tvrdnja vrijedi: Tada imamo: A(0,0), B(a,0), C(a,a),
(a1a2)* — (ajap)? 2 (ay — ao)(a2 +ap) D(0,a), E > , F(O, g) te su jednadzbe
AR ) gy 2 SO TR

4d pravaca
2 2d - 2611 3
=da - =daj. a— —
4
d FC:yfgz (2)()(7&)

Pretpostavka indukcije. Pretpostavimo da ) a4-

tvrdnja vrijedi za neko n = k, tj. =5 + g)
2 2

3,03 3 _ (akags1)” — (a1a0) -0
a]+a2+“'+ak_ 4d . BE : y— O—_—_a(X7£l)

Korak indukcije. Za n =k +1 je 2

y=—-2x+2a.
a3+a3+ +a3+a3 -y . . i .
P2 0T Gl Rjesavanjem ovog sustava jednadzbi dobivamo
2 2 . 3 4
= (akak+1)4; (arap) +a]3(+1 koordinatne tocke P: x = ga, y = ga 4.
3 4 .
B (akakH)Q _ (a1a0)2 +4da,3(+1 P(ga §a> . Tada je
B 4d - -
2 2 2
_ i1 (g +4d(a + d)) — (a1a9) |AP| = 3020) +(2a0) —acz |AB].
N 4d 5 5
B Q%H (ar + 2d)* — (ayap)? Halil Lacevié¢ (1), Sarajevo, BiH
) 24d ) Drugo rjesenje. ACFD = ABEC —
_ (@narg0)” — (@a0) JPEC = YPFD —> FPED tetivan —>
4d ’ FPE = 90°. u
§to je traZzena tvrdnja za k+ 1. Stoga po D > E 2 C
principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi a
za svaki prirodan broj n. P
a
Petar Orli¢ (2), Zagreb 2
F a
_3381. Tocke E i F su polovista stranica
CD i AD kvadrata ABCD. Pravci BE i CF a
sijeku se u tocki P. DokaZi da je |AP| = |AB|. 2

Prvo rjesenje. Upotrijebit éemo koordinatnu
metodu. Neka je O = A(0,0), Ox = AB, A a B

Oy=AD. ABPF tetivan
Vs
a a [EB| = |BF| = |CF| = Za
2 E 2 C(aa)
D(0,a) ACPE ~ ABCE po KK
P
. EB| _ |EC|
2 |BC| |CP|
a a
F a |PC|:ﬁ, |EP|:W§
: i,
PPl = a2
0=400) @  B@0) * 8P = L2 - N
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po Ptolomejevom poucku: 3383. Dan je pravokutan trokut ABC s
pravim kutom u vrhu A. S vanjske strane

|AB||PF| + [BP||AF| = |BF||AP| kateta konstruirani su kvadrati AEDB i ACFG.

2 V5 o1 a* NG 1 \/5 Pravci CD i BF sijeku stranice AB i AC
a 2 3) 2\ 2 25 :|AP|'a7 redom u tockama P i Q. DokaZi da je
|AP| = |AQ|.
2 N

a(x/g—ﬁ>+a<7—2\/§>:|AP|\/§/ V5 RjeSenje. Prema Talesovom teoremu imamo:

2 11 BA| _ A9l ., _c¢ _ |AQ|

“(1* 5) “’(r m) = laP] BG| ~ |GF| ~ btc b

bc

AP| = a = |AB|. = |AQ| = 1
AP = a = |aB | 40l = ;2 1

Petar Orli¢ (2), Zagreb AC|  |AP) b AP

|CE| — |ED| b+c ¢

3382. Na stranicama BC i CD kvadrata

ABCD dane su redom tocke X i Y tako da — |AP| = bbc ) 2)

je |XY| =3, |AX| = 4, |AY| = 5. Odredi +c
duljinu stranice kvadrata. G
RjeSenje. 1z pravokutnog trokuta CXY
imamo
n4+pt=9. (1
D YpC
3
5 n
Sada iz (1) i (2) dobijemo |AP| = |AQ|.
X Halil Lacevi¢ (1), Sarajevo, BiH
4 m
3384. Rijesi sustav jednadZbi
A m+n B .
2sinx+3cosy =3
Iz sli¢nosti trokuta ABX i XCY dobivamo 3siny +2cosx = 4.
4.3 _ 4
m p — 3P Rjesenje. Kvadriranjem obiju jednadzbi i
m+n _n n zbrajanjem dobiva se
===
" p 2" 4(sin® x + cos” x) + 9(cos” y + sin” y)
— n=3m=4p, +12(sinxcosy + sinycos x) = 25,
U T 4.
4. p= 7. Iz (1) imamo 13+ 12sin(x +y) = 25.
17 5 12 Dakle,
—n =9 . n=-— . . T
16 V17 sin(x+y)=1 i x+y=(4k+1)§
16 o
AB|=n+4+m= —. za k € Z. Slijedi
|AB| =

sinx =cosy 1 siny = cosx.
Petar Orli¢ (2), Zagreb

Matematicko-fizicki list, LXIV 3 (2013, — 2014.) B 197



UvrStavanjem u polazne jednadZbe dobiva-
mo

. 3 . 4
SIx = COSy = g, Smy = COSx = g,

4 .
tgy = 3 Kako su sinx,

cosx, siny, cosy svi pozitivni, imamo

3
dakle, tgx = —,
akle, tgx = -

4
X = arctg ?_l+2k7r’ y = arctg §+217r, k,leZ.
Ur.

3385. Na koliko se nacina u skupu
{n:1<n<100} mogu izabrati tri broja &iji
Jje zbroj djeljiv s 3.

RjeSenje. Zbroj tri cijela broja je djeljiv
s 3 samo u ovim slucajevima: ili svi imaju
isti ostatak pri diobi s 3 ili svi daju razlicite
ostatke. Medu brojevima 1, 2,...,100 ima 33
djeljiva s 3; nadalje 34 ih ima ostatak 1 i 33
ih ima ostatak 2. Dakle, ukupan broj mogucih
izbora je

33 + 34 + 33 +33-34.33 = 53922.
3 3 3
Petar Orli¢ (2), Zagreb
3386. Duljina brida tetraedra ABCD je a.
Na bridu AD dana je tocka M takva da je
|AM| : IMD| = 3 : 1. Odredi povrSinu presjeka
tetraedra ravninom koja prolazi tockom M i
okomita je na brid AD.

RjeSenje. Neka je |AD| = a, |AM| : |MD| =
3:11i AD 1L MKN. Tada je |AM| = ?—‘a,

1

ADMN i ADMK su pravokutni, pri ¢emu
je IDMN = 90°, ¥DMK = 90°. Stovise,

ADMN = ADMK jer je SMDN = SMDK =
60°, a MD je zajednicka stranica. Slijedi

|[MN| = |MK|, |DN| = |DK| = |KN| i
KN||BC.
Iz ADMN je:
[MN| = [MD|1g60° = 23,
1 a
DN| = |MD| : 2. -_2
[DN| = [MD)| : cos 60 137
a
KN| ==
|KN| 2
DP 1 BC i DL L NK.
Iz ADLN je
1 a
NL| = =|KN| = =
[NL| 2| N| e
aiz AMNL
3a? a*
ML| = \/|[MN|?2 — |LN|]2 = {| =— — —
ML = \IMNP = NP = [ =% -
_ a2
==
a a\/f a2\/§
P =|NL|-|ML| == . 2= = )
vk = [NL| - [ML| = 2 = 16

Ur.

3387. Na stranici AB kvadrata ABCD
dane su tocke E i H, tim redom. Zatim su
konstruirani kvadrati AEFG, EHIJ i HBKL
sa sredistima S, Q i R. Ako je P srediste
kvadrata ABCD, dokaZi da je PQ L RS i
PO| = IRS|.

Prvo rjesenje. Postavimo koordinatni sustav
sa srediStem u A:

A(0,0), B(a,0), C(a,a), D(0,a),
P(%%’) E(x,0), H(,0), S(%i—‘)

X+y x—Yy at+y y—a
Q( 2 ’ 2 )7 R< 2 ’ 2 )'
Tada je

2 2
ol - \/<x+y4 @, oy-a

_\/x2+y2+a22ax
i —
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)2 )2
|RS|:\/(“+V4 ) +(”y4 )

_\/x2+y2+a22ax

2 )
4. |PO| = |RS].

Neka pravac p prolazi tockama P i Q, a
q tockama R i S

p...y=mx-+n

a_ a. .
2 - My
0. Y Yy,
a a_x—y x+ty
2 M2 T g 2
a+y—x=mi(a—x—y)
my = Y%
a—x—y
q...y=myx+ny
R...)%zmza;rernz
S“.—gzng-ﬁ—nz
y—a aty ~x x
2 Mty T2 ™
x+y—a=m(a+y—x)
m2=7a77X7y.
a+y—x
Kako je mymp; = —1, smjerovi pravaca su

okomiti tj. PO L RS.
Petar Orli¢ (2), Zagreb
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Drugo rjeSenje. Mozemo uzeti da je
|AB] =1 i sve stavimo u kompleksnu ravninu
s ishodiStem u tocki A. Tada to¢kama redom
pripadaju kompleksni brojevi:

A...z40=0
B...zp=1
1 i
P...zp==-— =
=372
E...zE=a
H...zg=a+b
F...zr=a+ai
1 ..zI=a+b+bi
KAA.Z](Zl-i-(l—a—b)l'
_zatzr 1 1.
..Z5 = 5 —2a+2al
0. .z _zg+zy _ata+b+bi
...Q— 2 — 2
*a—i-é-i-éi
N 22
g +zx  atb+14+(1—a—b)i
R...2p = =
2 2
a+b+1 l—a-—1»b,
= 5 + ) 1.
y
Ik
G
So °R
A
a g bl H B x
P
D C

DuZinama PQ, RS pripadaju kompleksni
brojevi:

F>Ye) b b, (1 i
PQ...z2pg =29 —zpP —a+§+§17<§7§>

b 1 b+1,
—(‘”5*5)* 2 b




la 41 1
2 2
7 (a+b+1 l—a—

b
2 2
b+1 b 1
‘_T+< 5‘5)
b+1 b 1
sro-1= 2 ¢ (a8 Do

2
IRS].

RS...2ps=zs — 2R =

|PQ| =

= zpp L zrs i

Ur.
D) RjeSenja iz fizike

0S - 362. Ucenik je u metalnu posudu
ulio 5 cm® 70-postotnog alkohola i zapalivsi
ga zagrijao 2 decilitra vode u vatrostalnoj casi
zanemarive mase. Voda se ugrijala od 20°C
na 28°C. Izgaranjem jednog grama alkohola
oslobodi se 30 kJ topline. Gustoc¢a alkohola
je 800 kg/m>, a vode 1000 kg/m>. Kolika
Jje korisnost ovakve “grijalice”? Specificni
toplinski kapacitet vode je 4200 J/kg°C.

Rjesenje.
Var =0.7-5 em® = 3.5 cm®
Viode =2 dl = 0.2 1 =200 cm’

tp =20°C
1, =28°C
q=30kl/g

Paik = 800 kg/m’
Pvode = 1000 kg/m3

n=?

At =1, — 1, = 8°C

Mgy =p -V
=0.8 g/cm’®-3.5 cm®
=28¢g

Quk =m-q

=2.8 g-30 kJ/g = 84 kI = 84000 J
my=p-V
=1 g/em® - 200 cm® =200 g = 0.2 kg

Or=c-m-At
=4200 J/kg°C-0.2kg-8°C=6720J
QO 67201 B
= o = %0007 = 0.08 = 8%.

Lucija Matié¢ (8),
OS Mate Lovraka, Zagreb

0S - 363. Bronca Jje legura bakra i kositra,
ali moZe sadrZavati i druge metale. Tvrda je od
bakra i otpornija na koroziju pa je zahvaljujuci
tome poznati kip Apoksiomena, otkriven 1998.
godine, “preZivio” boravak pod morem koji je
trajao vise od 2000 godina. Masa Apoksiomena
Jje oko 300 kilograma. Pretpostavimo da bronca
od koje je napravljen sadrZi 90 posto bakra
i 10 posto kositra. Zamislimo da su bakar i
kositar od kojih se pravila bronca za izradu
kipa bili u obliku kocke. Koliki bi bili bridovi
tih kocki? Gustoca bakra je 8920 kg/m’, a
gustoéa kositra 1280 kg/m’.

Rjesenje.

m = 300 kg

mp = 0.9 - 300 kg = 270 kg
myi = 0.1-300 kg = 30 kg
pp = 8920 kg/m’

px = 7280 kg/m’

ap, ar =?
Vb:@:&:&% m>
P 8920 kg/m?
ap = 3V _ 031 m=31cm
Pp
V= 2k = Lﬂ = 0.00412 m®
pr 7280 kg/m
ap = 3/ Vi =0.16 m= 16 cm
Pk

Klara Doresic¢ (8),
OS Mate Lovraka, Zagreb

0S - 364. Na jednoj strani nepomicne
koloture je drveni kvadar dimenzija 10 cm X
25 cm x 4 cm koji kliZe po stolu, a na
drugoj uteg mase 200 grama koji pada stalnom
brzinom. Koliki je faktor trenja izmedu kvadra
i stola? Gustoca drva je 800 kg/m>.

Matematicko-fizicki list, LXIV 3 (2013. — 2014.)



Rjesenje.
a=10 cm
b =25 cm
c=4cm

my =200 g =0.2 kg

v = konst.

p = 800 kg/m’
u=?
Vi=a-b-c

Vi =10 cm - 25 cm - 4 cm = 1000 cm®
mi=p - Vg
=0.8 g/cm’ - 1000 cm® = 800 g = 0.8 kg
v = konst. = Fy = Gy
Womy g =mu-g
U= Z—: = % =0.25.
Klara Doresié¢ (8), Zagreb

0S8 - 365. Izracunaj pad napona na svakom
od tri serijski spojena otpornika kojima su
otpori 10 Q, 20 Q i 30 Q kad su oni spojeni
na izvor napona 15 volti.

Rjesenje.

Ry =10 Q

Ry =20Q

R3; =30 Q
U=15V

Uy, Uy, U3 =?

R=R; +Ry+R;3
R=10Q+4+20 Q+30 Q=060 Q

Uu 15V
:EZMZO'ZSA
I=hLh=hL=1h
U =1-Ri=025A-10Q=25V
Uy=1-Rp=025A-20Q=5V
Us=1-R3U3=025A-30Q=75V.

Lucija Matié¢ (8), Zagreb

1539. Dva jednaka otpornika nepoznatog
otpora R spojena su s tre¢im Ry = 10 Q u
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strujni krug na slici. Odredi R ako kroz Rj3
tece struja 0.2 A. Kolika maksimalna struja
moZe teci kroz Ry u ovisnosti od R?

R

U=12V = R R,=10Q

RjeSenje. Kako struja I3 = 0.2 A tee
kroz otpornik Rz = 10 Q daje napon
Us; = Rz = 2 V. Tada su naponi na
otpornicima R redom 10 V i 2 V, pa kroz
gornji otpornik teCe pet puta jaCa struja nego
kroz drugi. Imamo dakle:

I =5

II=01L+02A.
Odatle je 41 = 0.2 A, I, = 0.05 A, Sto iz
R = U, /I, daje R =40 Q. Ako smanjujemo
R, struja kroz Rj3 raste:
6V
" R/2+R5’
pa je najveéa za R — 0, $to za bateriju daje
kratak spoj, a struja kroz Rj3 iznosi 0.6 ampera.

Ur.

I

1540. Element tehnecij nema niti jedan
stabilan izotop. Najdulje Zivuci, Te ima
vrijeme poluraspada 4.21 milijun godina.
Odredi aktivnost (u raspadima u sekundi =
Bgq) jednog miligrama tog izotopa.

RjeSenje. Broj neraspadnutih atoma ovisno
o proteklom vremenu odreden je zakonom
radioaktivnog raspada:
N(t) = N2~ T,
gdje je T vrijeme poluraspada, a Ny broj atoma
u trenutku 7 = 0. Promjena broja atoma je

_L -1

Sto odreduje aktivnost kao kvocjent
dt T

UvrStavanjem

0.001g ¢ 15y . 1023
97g,/mol

= 6.208 - 10'® atoma

| 20]]

N="nN,= mol !
M



T =4.21-10°365.25 - 24 - 3600 s
= 1.3286- 10" s
dobijemo
A =32390 Bq (raspada/s).

Ur.

1541. U volumenu 2 litre nalazi se mjesa-
vina 2 grama kisika i 1 grama helija. Srednja
brzina atoma helija veéa je za 787 m/s
od srednje brzine molekula kisika. Odredi
temperaturu i tlak mjesavine.

RjeSenje. U idealnom plinu srednje brzine
molekula ovise o temperaturi i molekulskoj
masi:
8RT
v R
Zadana razlika srednjih brzina je

8RT 1 1
787 m/s = 4/ — —
/ T ( My, \/M02>
_8RT [ 1 1

2
787% = ( - ) 4
© \0.004 +0.032

Odatle (uz R = 8.314 JK 'mol™!) imamo
T =280 K. MnoZine kisika i helija iznose

V=

m 2g
= —=—"7—=0.0625 1
R V) g/mol o
lg
=—=—=025 1
MHe = 3 g/mol ok,

pa je ukupna mnozina n = 0.3125 mola.
Tlak odredimo iz plinske jednadZbe (volumen
izrazimo u m3):

nRT  0.3125-8.314 - 280
v 0.002

= 363760 Pa.

p:

Ur.

1542. Kuglica mase my = 0.4 kg brzinom
vi = 1.2 m/s udara u jedan kraj Stapa mase
my =2 kg duljine | = 80 cm koji je ucvrséen
u teZistu tako da moZe slobodno rotirati. Sudar
Jje idealno elasti¢an. Odredi kutnu brzinu Stapa
i brzinu kuglice nakon sudara.

Roz__ | .

L, m,

RjeSenje. Ako s @ ozna¢imo kutnu brzinu
Stapa, a s u; brzinu kuglice nakon sudara,
ocuvanje energije u sudaru daje uvjet:

%mlv% = %mlu% + %Ia)z7
gdje je I = myl? /12 moment tromosti $tapa
oko teziSta. Ocuvanje zamaha (momenta
impulsa) oko tezista Stapa daje
I l !
m1v1§ = m1u1§ +lo.
Preuredimo jednadzbe:

ml(v% — u%) =Iw’
2o
my(vy —up) = -
Dijeljenjem dobivamo
Vi +up = ZB
1 =5
Iz druge jednadZbe je
2lo
Uy =vy — —.
mll
Dakle
2 0 20
= 2 mll
l 21
vy = -4+ — .
& @ (2 + mll)
Konacno
o 2\11 o
w = H =2.25 rad/s,
2 mll
U = 17(0 —v; =—0.3 m/s.

Ur.

1543. Pri mjerenju temperature i vlage,
izmjereno je T = 15°C i relativna vlaZnost
60%. Odredi tlak vodene pare i temperaturu
rosista. Povezanost tlaka zasi¢ene vodene pare
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(100% relativne vlaZnosti) i temperature dana
Jje izrazom (Antoineova jednadzba)
p = 10A=B/(CHT),

gdje je p tlak u Pascalima, T je temperatura
u Celzijevim stupnjevima, a konstante A, B i
C iznose

A =10.1932, B =1730.63, C = 233.426.

RjeSenje. Za T = 15°C uvrStavanjem u
p = 10A—B/(C+D)) dobivamo da je tlak
zasiene vodene pare p = 1685.86 Pa. Uz
relativnu vlaZnost 50% izmjereno stanje daje
tlak p = 842.93 Pa. Da bi odredili temperaturu
rosiSta, temperaturu na kojoj taj tlak Ccini
zasi¢enu vodenu paru, uvrstimo p = 842.93 Pa
na lijevu stranu Antoineove jednadZbe i
rijeS§imo ju po T. Dobivamo T = 4.71°C.
Ur.

1544. Mikroskop uvecava sliku 150 puta,
uz objektiv jacine +150 dpt i okular Zarisne
daljine 4 cm. Odredi udaljenost objektiva i
okulara (duljinu tubusa). Za daljinu jasnog
vida oka uzimamo 25 cm.

RjeSenje. Uvecanje okulara odreduje omjer
daljine jasnog vida i njegove ZariSne daljine:
o — 25 cm

4 cm
Dijeljenjem ukupnog uvecanja s uvecanjem
okulara dobivamo uvecanje objektiva:
M 150
Mot =y T 625 2"
JednadZzba lede i izraz za uvefanje nam
tada odreduju udaljenost predmeta i slike od

=6.25.
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objektiva:
1 1
J=150= —+ —
ag bl
b] = 24a1.

Rjesavanjem dobivamo a; = 1/144 m i b =
1/6 m. Duljina tubusa mora biti jednaka zbroju
by i ay,tojest by+ar = 16.674+4 = 20.67 cm.

Ur.

1545. Odredi ubrzanje sile teZe na
Jupiterovom ekvatoru i na polovima. Koristi
sljedece podatke: masa Jupitera iznosi 1.8986-
10%7 kg, radijus na ekvatoru 71492 km,
radijus prema polu 66 854 km, period rotacije
9.925 sati.

Rjesenje. Uz aproksimaciju izotropnog gra-
vitacijskog polja, ubrzanje na polovima je

& = % — 28.334 m/s”.

P

Analogno, gravitacijsko polje na ekvatoru je
Gi
ge = —2L = 24777 m/s?,

re
no od toga jo§ valja oduzeti centrifugalno
ubrzanje. Ono iznosi

4r
ae = 0*re = 2T = 2211 m/sz,

pa je ukupna sila teZe na ekvatoru jednaka

g; = ge — ac = 22.566 m/sz.



