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MISLJENJA STJEPANA GRADICA
O NEKIM PITANJIMA MATEMATIKE

1. UVOD

Dubrovc€anin Stjepan Gradi¢ (1613—1683) primjer je erudita 17. stoljeca,
velike Sirine interesa, od povijesnih pitanja, pjesniStva, lingvistike i diploma-
cije, pa do filozofije, matematike, astronomije i fizike. Po zavrSetku osnovnog
Skolovanja u Dubrovniku od 1629. godine nastavlja studije u Rimu, gdje veé
1634. godine na fakultetu »Sapienza« stjeCe doktorat filozofskih i prirodnih
znanosti  ([4], str. 139). Iz tog je vremenal i njegov prvi tiskani rad
»Peripateticae philosophiae...« [1], u kojem izlaZze Aristotelovu filozofiju,
koja je, Sto se iz toga rada moze zakljuciti, bila temelj nastave isu-
sovatkog zavoda u kojem se Gradi¢ Skolovao. Zato se taj rad ne mo-
Ze smatrati pogodnim za procjenu Gradi¢eva osobnog stava u odnosu
na shvacanje u matematici i njegove prirodoslovne orijentacije, nego
je odraz Skolskog sustava u kojem se Gradi¢ Skolovao ([3], str. 485).
Bez obzira na shvacdanja koja se javljaju u tom radu, a koja su ve¢ tada bila
bitno poljuljana novim shvacanjima Sto se javljaju u Galileievim radovima, on
pokazuje Gradicev interes za probleme prirodnih znanosti i matematike. Po
ponovnom dolasku u Rim na studij teologije (1638. god.) pocinje se u krugu
matematiCara koji su se okupljali u Rimu baviti problemima geometrije. Nakon
dolaska Svedske kraljice Kristine u Rim i formiranja njezina znanstvenog kru-
ga (1656. god.) bavi se i drugim prirodoznanstvenim problemima. Uz zastupanje
Dubrovacke Republike, bavljenje latinskim pjesniStvom i drugim, Gradi¢ u
spomenutom krugu raspravlja o mnogim prirodoznanstvenim problemima, sa-
da ve¢ s potpuno izgradenim osobnim stavovima, bitno novim, na temelju Ga-
lileieve nauke. Rezultat toga su i njegove Cetiri disertacije [5], koje su nastale,
kako se to vidi iz korespodencije s H. Fabrijem i M. A. Riccijem, do 1660. go-
dine. No, objavljene su tek 1680. godine (u Amsterdamu), te je zbog toga i nji-
hov odjek bio slabiji. Podrucje Gradiceva interesa u fizici i matematici vrlo je
Siroko. U mnoStvu rasprava i korespodenciji s tada najpoznatijim matematica-
rima i fiziCarima, koja je saCuvana u Gradiéevu manuskriptu [6], nalazimo
njegova misljenja o mnogim tada aktualnim problemima. Tako s M. A. Ricci-
jem raspravlja o problemima analize i algebre, s A. Borellijem o problemima
gibanja i upravljanja broda kormilom, s H. Fabrijem o slobodnom padu, indi-1

1 Rad nema naznacCenu godinu izdanja. . Kolbler pretpostavlja da je tiskan ne-
posredno nakon §to je Gradi¢ zavrSio filozofiju, tj. godine 1634. (HZ], str. 4).



vizibilima, te o problemima probabilizma. | u moralno-teoloSke rasprave unosi
svoja shvacanja zasnovana na prirodoznanstvenim pogledima i matematici. S
poznatim talijanskim matemati¢arom V. Vivianijem raspravlja o geometrijskoj
metodi i restauraciji izgubljenih radova starogrékog geometra Anistaeusa.

Osini svega toga, treba istaknuti da je rad S. Gradi¢a na tom podrucju ma-
lo poznat. Tako npr. J. E. Hofmann u radu u kojem analizira prinos M. A.
Riccija [33] istiCe da je Ricci svoju »Geometrica exercitatio« posvetio S. Gra-
di¢u, smatrajuci ga sposobnim da o tom rad-u da svoj sud. Pri tome Hofmann
istiCe, prema Riccijevim pohvalama, velik ugled $to ga je u to vrijeme uZivao
S. Gradi¢ u znanstvenom krugu u kojem je djelovao. Medutim, J. E. Hofmann
dodaje i svoj komentar, u kojem istiCe da je Gradi¢ na tom podrucju mogao
ipak imati samo periferan utjecaj ([33], str. 143—144).

U ovom radu analizirat éu samo neke stavove vezane uz Gradi¢ev matema-
ticki rad, koji su ostali zabiljeZeni u njegovu rukopisu [6]. Taj rukopis nalazi
se saCuvan u Vatikanskoj biblioteci.

2. MATEMATICKI RAD STJEPANA GRADICA
ZA STUDIJA TEOLOGIJE U RIMU

O Gradi¢evu matematickom i prirodoznanstvenom radu sve do formiranja
znanstvenog kruga Svedske kraljice Kristine poznato je vrlo malo. No, neki
detalji iz njegova manuskripta [6] upucuju na to da se, nakon ponovnog dola-
ska u Rim na studij teologije, bavio geometrijom. Vjerojatno se ukljucio u
krug matematiCara koji su se okupljali oko Rimskog kolegija.

2.1. Odnos Torricelli-Prodanelli-Gradi¢ i kvadratura parabole

U Gradi¢evu manuskriptu ([6], str. Id—5d) medu mnogim rukopisima i
pismima nalaze se dva broja koja su za ovu raspravu vrlo vazna. Prvo je upu-
tio Raffaello Prodanelli? nenavedenom primaocu (Fabriano, 30. srpnja 1640.
god.), a drugo Torricelli Prodanelliju. Oba pisma spominje M. D. Grmek ([10],
str. 184) u namjeri da pokaZe kako se ve¢ i mladi Prodanelli interesirao za
egzaktne znanosti. Grmek navodi da je u ljeto 1640. godine Prodanelli izmijenio
nekoliko pisama sa slavnim znanstvenikom Torricellijem, koji mu odgovara iz
Rima. U spomenutoj korespodenciji, navodi Grmek, taj dubrovacki isusovac
nije bio pravi poznavalac navedenog problema, ve¢ je bio posrednik izmedu
Torricellija i nekog »Signor Secretario«, Ciji identitet, zakljucuje Grmek, nije
poznat. Medutim, neke Cinjenice upucéuju na to da je R. Prodanelli svoje pismo
otposlao S. Gradiéu, koji se tada nalazio u Rimu, a ne Torricelliju. Na taj za-
kljucak, izmedu ostalog, upucuje i list papira iz manuskripta ([6], str. 7), vje-
rojatno omot pisma na kojem je Prodanelli ispisao Gradi¢evu adresu u Rimu.
U tom pismu Prodanelli izrazava zadovoljstvo Sto se rjeSenje problema koje je
dao primalac svida nekoj tre¢oj osobi, koju Prodanelli imenuje kao »Signor
Secretario«. ldentitet te osobe moZe se odrediti iz jednog biografskog podatka
o E. Torricelliju koji nalazimo u »Documenta alla vita« ([11], tom 4, str. 83).

2 Dubrovagkog isusovca Rafu Prodanellija spominje i Z. Dadi¢ ([9], str. 42 a 48),
navodeci da je u Gradi¢evu manuskriptu saCuvano jedno Prodanellijevo pismo. Spo-
minje ga i u'vezi s teleskopom koji je Prodanelli poslao u Dubrovnik.



Naime, iz tog se podatka mozZe zakljucCiti da u navedeno vrijeme Torricelli nije
bio u Rimu, nego u Fabrianu, gdje se nalazio i Prodanelli. Torricelli je bio od
prolje¢a 1640. godine pa sve do veljaCe 1641. godine u Fabrianu u svojstvu se-
kretara, tj. »secretario di Mons. Ciampoli«. Drugo je pismo iz manuskripta ono
pismo Torricellija upuéeno Prodanelliju. O tome da je upuéeno Prodanelliju ne-
ma sumnje jer je Torricelli na posebnom listu oznacio primaoca, na kraju pi-
sma naveo i nadnevak 11. srpnja 1640. godine, ali ne i mjesto odakle je upu-
¢eno. 1z sadrzaja pisma moze se zakljuciti da se ono preko Prodanellija odnosi
na trecu osobu, koju Torricelli ne imenuje. Radi se o odredivanju sume besko-
nacno mnogo duZina koje se preslikavaju na konacnu duzinu, Sto se moZe isko-
ristiti za odredivanje kvadrature parabole. To je, kako navodi Torricelli, nov
postupak u odnosu na Arhimedovu kvadraturu, koji je svoj dokaz izveo svo-
denjem na apsurd. Torricelli ocjenjuje da je to jedna od varijanti rjeSenja, pa
kao stimulans za nastavak rada prilaze i svoj dodatak u kojem postavlja jo$
nekoliko slicnih problema za rjeSavanje. 1z pisma se moze zakljuciti da je
Torricellijev odnos prema osobi na koju se pismo odnosi kao odnos ucitelja
prema uceniku. Po mojemu misljenju navedene Torricellijeve primjedbe odno-
se se na Gradicev rad. Naime, u njegovu manuskriptu ([6], str. 7—11 i 227d) na-
lazimo viSe pokuSaja rjeSavanja navedenog problema. Navedeni pokuSaji ne
zasnivaju se direktno na dodatnom Torricellijevu listu, te je vjerojatno da ih
je Gradi¢ uradio prije no §to je dobio pismo od Prodanellija. Postoji moguc¢nost
da je kopija Gradicevih rjeSenja bila i kod Torricellija, te da se Torricellijeve
primjedbe odnose na taj dio Gradi¢eva rada. Naime, primjedbe koje spominje
Prodanelli u pismu Gradiéu Sto ih je dao »Signor Secretario«, a i Torricelijeve
primjedbe upucene Prodanelliju, odnose se na isti problem. Te su primjedbe
povoljne, i kao Sto Torricelli u pismu navodi, rjeSenje problema samo je jedna
od mogucih varijanti rjeSenja. Torricellijevo pismo je datirano nekoliko tje-
dana prije od Prodanellijeva pisma Gradi¢u. To rjeSava i pitanje kako se Torri-
cellijevo pismo Prodanelliju naslo u Gradiéevu manuskriptu. Naime, moze se
pretpostaviti da se Prodanelli obratio Torricelliju u Gradiéevo ime i dao mu
Gradiceva rjeSenja. Torricelli je tada dao svoje primjedbe na taj rad, kao i do-
datne upute, a Prodanelli je Torricellijevo pismo i dodatni list zajedno sa svo-
jim pismom poslao Gradi¢u. Da su Prodanelli i Torricelli bili u prijateljskim
odnosima, svjedocCi i jedno Torricellijevo pismo nekom V. Renieriju u Pizi u
kojem, pisSuci iz Firence 17. studenog 1646. godine, imenuje Prodanellija svojim
prijateljem3. Poznanstvo i eventualno prijateljstvo Gradi¢a i Prodanellija tako-
der je moguce. Mogli su se sprijateljiti joS u Dubrovniku (naime Prodanelli je
samo dvije godine mladi od Gradi¢a), a mogli su se i ponovno sresti na studiju
u Rimu. Prodanelli je studirao filozofiju i retoriku u Collegiumu Romanumu od
1634. do 1639. godine ([10], str. 183—184), a Gradi¢ se poslije zavrSenog prava
u Bolonji ponovo od 1638. godine naSao na studiju teologije u Rimu. 1z istog
je vremena interesantno i jedno Torricellijevo pismo upuéeno matematiCaru
B. Castelliju u Rim ([11], tom III, str. 40—42), pisano u Fabrianu 11. lipnja
1640. godine. U njemu Torricelli spominje probleme koje rjeSavaju isusovci u
Fabrianu, medutim, navodi Torricelli, oni ne€e da kazu otkud potjeCu ta rje-
Senja ... a mozda su se nasla i kod vas (misli na Castelli]a). Taj podatak poka-
zuje da je Torricelli u sluzbi svojega zaStitnika pomagao u rjeSavanju problema

§ Torricelli piSe: »Hebbi giovedi sera I'inclusa Proposta fattami dai Matematici
del Collegio Romano per via di un loro P.re Raffaello Prodanelli mio amico« ([11],
tom 111, str. 421—423).



isusovcima u Fabrianu. Interesantno je da dva problema koja je Torricelli pri-
loZio pismu Castelliju nalazimo i u Gradi¢evu manuskriptu, doduSe nesto dru-
gacije rijeSena ([6], str. 45 d). Da je i Gradi¢ poznavao Castellija, a mozda i slu-
Sao njegova predavanja, moze se zakljuciti iz Gradi¢eva objavljenog rada ([12],
str. 23), u kojem polemizira s H. Fabrijem o tzv. probabilizmu4. Naime, Gradi¢
kao primjer navodi svoje sjeCanje na odlicnog geometra B. Castellija, koji je
isticao razliku u dokazima koje izvode pravnici i matematicari (geometri). Ti
potonji svoje dokaze grade na unaprijed propisanim definicijama koje su od
svih prihvaceneé$ i iz kojih dalje, kako napreduje postupak dokazivanja, izvode
zakljucke, za razliku od pravnika, koji ih se ne pridrzavaju (gaze ih).

Problem kvadratura vrlo je stari problem. O tome kako je Arhimed doSao
do povrsine segmenta parabole saznajemo iz jednog Arhimedova pisma Erato-
stenué. U njemu Arhimed navodi da su mnogi i prije njega pokusali odrediti
(pronaci) pravocrtni lik koji je jednak povrSini kruznice, elipse itd., no misli
da je prvi odredio povrSinu segmenta parabole dokazujuéi da je jednaka s 4/3
povrsine trokuta koji sa segmentom ima jednaku bazu i visinu ([13], str. 38).
Do tog rezultata Arhimed je doSao na dva nacina. U prvom se koristi zakonima
mehanike i shvacanjem da je povrSina sastavljena od crta. U drugom, cisto
geometrijskom, koristi se metodom iscrpljivanja, te dokazuje da razlika povr-
Sine segmenta parabole i upisanog lika’ u n-tom koraku moze postati manja od
unaprijed zadane veliine. Povecanjem broja koraka »n«, Pn se po volji malo
razlikuje od B = 4/3P1. Konacno, u posljednjem koraku Arhimed dokazuje,
metodom svodenja na apsurd, da je povrSina segmenta parabole P = B ([15],
str. 103 i [14], vol. I, str. 679). Iz toga se moze zakljuciti da je povrsina seg-
menta parabole za Arhimeda jednaka sumi od beskonacno mnogo €lanova, no
Arhimed to nije povezao sa sumom beskonacnog reda, jer beskonacni proces u
njegovo vrijeme nije bio matematicki korektan. Umjesto toga Arhimed je do-
kaz proveo dvostrukim »reductio ad absurdum, tj. pokazao je da P ne moze
biti ni veéa ni manja od 4/3 P* ([16], str. 142—143). Medu Arhimedovim sljed-
benicima istaknuto je mjesto imao L. Valerio, koji je izmedu ostalog u Rimu
1606. godine objavio rad o kvadraturi parabole [17] upotrebljavajuci istu me-
todu koju nalazimo ve¢ kod Arhimeda ([14], str. 685). E. Torricelli je u radu

4 U toj raspravi Gradi¢ se sup_rqtstavvlg'a probabilizmu koji su zastupali isusovci,
a prema kojem ako se ne zna da li je neSto dopusteno ili nije, te se moze slijediti 1
manje, pouzdano misljenje, samo ako se moze opravdati, iako se protivno misljenje
moze i bolje opravdati. GradicC istiCe da u matematickim dokazima ne postoji takva
mogucnost, pa medu matematicarima i ne dolazi do nesporazuma, koji isu, naprotiv,
ko JJrav,nl_ka. vrlo Cesti. ] . . ] =

_Vec je i Aristotel postavio zahtjev da se znanstveni iskazi_svedu na ocigledne.
Polazio je od miSljenja da u svim znanstyvenim podrucjima postoje sudovi koji obraz-
loZenje nose »sami usebi« zbog svoje oCiglednosti. Realizacija toga bili su Euklidovi
»Elementi«, koji su jos u Gradicevo vrijeme bili rijedak primjer aksiomatskog zasni-
vanja znanosti.

_6 Arhimedov rukopis, Cesto navoden pod naslovom »Metoda«, otkrio je prof.
Heiberg 1906. godine u Carigradu ([14], str. 681).

1 Arhimed nad oshovicom segmenta parabole upisuje trokut ASB. Tangenta u
toCki S paralelna je s bazom AB/Ako se postupak ponovi, tj. stranice trokuta AS i
SB raspolove i povuku dijametri itd., dobiju se dva trokuta ASKS i SS2B. Suma po-
vrSina tih trokuta jednaka je Cetvrtini trokuta ASB itd. Ako povrSinu prvog trokuta
oznaCimo s Pt, tada je prema Arhimedu povrSina segmenta parabole jednaka sumi
povrsina trokuta:

Pt+YP + (T),PL+



»De dimensione parabolae« ([11], tom I, sv. 1) dao €ak 21 razli¢it dokaz za kva-
draturu parabole. Pritom se gotovo podjednako koristio metodom iscrpljivanja
i uto vrijeme vrlo raSirenom metodom indivizibila. Tako se u svojim kvadra-
turama parabole koristi i »per novam Indivislibilium Geometriam, istiCuci
prednosti te metode u odnosu na metodu »starih« (str. 139). Tako je jedno od
rjieSenja vrlo slicno s »mehani¢kom kvadraturom«, koju nalazimo u spomenu-
tom Arhimedovu rukopisu (Metoda), koji je pronaden tek 1906. godine. Inace,
to Arhimedovo pismo dokazuje da se i Arhimed koristio tada nepriznatim me-
todama, a tek kada je doznao rezultat, trazio je i korektan geometrijski dokaz.

Medu mnogima i Gradica je interesirao dokaz da je povrsina segmenta pa-
rabole jednaka s 4/3 povrSine trokuta s kojim ima jednaku bazu i visinu. Nje-
govi pokuS$aji rjeSavanja tog problema odnose se na primjenu beskona¢noga
geometrijskog reda. Vec je reCeno da je taj problem sli¢no rjeSavao i Arhimed,
no on to nije vezao sa sumom beskonacnog reda jer takav proces u njegovo
vrijeme nije bio prihvatljiv. Slicne probleme nalazimo i u radovima Oresmea,
Viete, Torricellija, Gregoirea S. Vincenta i drugih. U Gradi¢evu manuskriptu na-
lazimo viSe primjera u kojima se bavi tom problematikom. Tako je npr. jedan
od problema ([6], str. 11) dokaz da je suma beskonacno mnogo duzina koje
pocinju zadanom duzinom AB, a koje su zadane omjerom R:S i pritom je uvi-
jek omjer vece duzine prema manjoj, jednaka jednoj konacnoj duzini. Neka su
AB, CD, QE, IF ... beskonaéno mnogo duZina koje su odredene zadanom prvom
duzinom i omjerom R:S, tj. AB:CD = CD:QE = ... = R:S. Ako se na pravcu
BN u tocki B podigne okomica AB, zatim od B nanese duzina BD = AB i u
tocki D podigne okomica CD, te spoji A s C i produzi do presjeciSta s pravcem
BN u tocki L, tada je, dokazuje Gradi¢, duzina BL jednaka trazenoj sumi od
beskonacno mnogo zadanih duzina. Dokaz izvodi transformacijama zadanog
razmjera i razmjera koji slijedi iz sli¢nosti trokuta. Naime, ako je AB = BD,
tada je i DE = CD, a zatim i QF = EF itd., te uvijek svakoj duZzini iz zadanog
niza AB, CD, EQ ... odgovara jednaka duzina, tj. BD, DE, EF ..., pa je i suma
beskonatno mnogo duzina koje pocinju zadanom duzinom AB i zadane su omje-
rom R:S jednaka konacnoj duzini BL. Ovdje se ocito radi o sumi beskona¢noga
geometrijskog reda.8

U dodatku Torricellijeva pisma Prodanelliju, koji je po naSoj pretpostavci
bio namijenjen Gradiéu, nalazi se nekoliko zadataka za rjeSavanje, koji se ta-
koder mogu svesti na odredivanje sume beskonatnoga geometrijskog reda.
Tako npr. u prvom ([6], str. 3) treba dokazati da je suma beskonacno mnogo
duZina AB, CD, EF ..., ako je AB:CD = BG:GA = CD:EF = ..., jednaka duZini
BG (BG - GA + AB). | u mnogim drugim radovima iz tog vremena nalazimo
slicne primjere. Tako u radu H. Fabrija »De maximis et minimis in infini-
tum ...«, objavljenom 1658/9. godine ([18], str. 52), nalazimo zadatakl koji
Fabri rjeSava slicno kao i Gradi¢. Naime, treba dokazati da je suma beskonacno
mnogo duzina EF, KH ... jednaka duZini GQ. Fabri uzima da je EF = EG i EF
postavlja okomito na EG. Spaja G s F i povlali paralele GF |j EH | KL itd.

§ BL=BD + DE + EF + ... IZ AB:CD = BD:DE = k slijedi da je DE = “BD

1
EF k—BD itd., pz[i je BL = AB S K a budu¢i da je k> 1 (zadan je omjer vece
duzme prema manjoj), beskonacnl geometrijski red konvergira.

§_Prema biljeSci E. Fellmanna ([ &18] str. 52) u Fabrijevu radu nalaze se Cetiri pro-
pozicije, koje se'mogu svesti ha beskonacni geometruskl red.



Dokaz da je suma svih duzina EF, KH, LM ... jednaka GQ slijedi iz jednakosti!
EF ==EG, KH = KE ... itd. i zakretanja svake od beskonaéno mnogo duzina za
pravi kut (isto kao i u Gradiéevu dokazu). | Gregoire S. Vincent, a slicno ranije
i Oresme, polazi od zadane duZine AK, koju dijeli tockama B, C, D ..., tako da

. AB BC CD . "
je --—-- = - = - = ... —k <1 DuZine AB, BC, CD ... Cine geo-

BK CK DK
metrijski niz. Tocke B, C, D ... priblizavaju se tocki K, a duzZina AK jednaka
je sumi svih beskonatno mnogo duzina. Takvo je shvacanje matematicare 17.
stolje¢a samo upucivalo na sumu beskonacno imnogo veli¢ina koja je unapri-
jed pretpostavljena i nije sluzilo kao obrazac za odredivanje sume sli¢nih ni-
zova ([15], tom 2, str. 133). Idudi je problem iz Gradi¢eva manuskripta <[6], str.
7d, 8d i 227d) teorema na kojoj Gradi¢ zasniva dokaz da je povrSina segmenta
parabole jednaka s 4/3 povrsine trokuta. Taj je problem u manuskriptu izveden
na tri mjesta s malim razlikama u dokazivanju. Zadano je beskonacno mnogo
veli¢ina (duzina) AB, CD, EF..., koje su u odnosu AB:CD = CD:EF = ... a
omjer je vece duzine prema manjoj. Tvrdi se da se prva duzina AB odnosi pre-
ma svima koje dolaze poslije nje kao razlika AB—CD = AM prema drugoj, tj.
CD.10 Svaka od duZina AB, CD ... podijeli se tockama M, N, O ... tako da je
donji dio svake koja prethodi jednak cijeloj onoj koja slijedi. Naime, iz uvjeta
zadatka AB:CD = AB:MB = CD:ND = ... transformacijom razmjera ((dividen-
do) dobiva se AM:MB = CN:ND, dakle je omjer pojedinog preticka (excessus)
i ostatka stalan. Isti ¢e omjer biti i ako se uzmu svi preti¢ci zajedno prema
svim ostacima, tj. (AM + CN + EO + ...):(MB + ND + OF + ...) = AM:MB.
No kako je u prethodnoj lemi pokazano da je suma svi pretiCaka jednaka
prvoj duzini, tj. AB, konatno se mozZe napisati: AB:(CD + EF + ...) = (AB—
—CD):CD, sto je trebalo dokazati. Ovaj se rezultat moze prema potrebi i dalje
transformirati. Torricelli ga postavlja u dodatku pisma Prodanelliju, dajuci ga
u neSto drugacijem obliku kao primjer za rjeSavanje.ll Medutim, tek je P.
Fermat uoc€io pravu vrijednost navedene teoreme ([19], str. 57) i na njoj zasno-
vao svoju metodu za odredivanje kvadrature parabole i hiperbole. Taj je rad
Fermat zavrSio poslije 1657. godine, a objavljen je poslije njegove smrti, tj. 1679.
godine.l2 U njemu istice da je utvrdio kako je geometrijski niz vrlo koristan
za odredivanje kvadratura i parabole i hiperbole, a sav postupak osniva na
navedenoj teoremi.l3 Primjena ove teoreme poznata je i kasnije. U slicnoj for-
mulaciji primjenjuje je i BoSkovi¢, doduSe u drugu svrhu ([20], str. 31).

Prelazec¢i na dokaz da je povrSina segmenta parabole jednaka s 4/3 povr-
Sine trokuta s kojim ima jednaku bazu i visinu, Gradi¢ prvo istiCe poznate
rezultate vezujuci ih uz ime Arhimeda i L. Valerija. Naime, poznat je odnos
izmedu povrSina upisanih trokuta, a na temelju toga da je parabola suma od
beskonatno mnogo povrsina koje su u stalnom odnosu 1:4. Tako ako je povr-
Sina prvog trokuta Pl, tada povrSina druga dva trokuta upisana u parabolu,

10 MozZe se uoCiti da se radi o preuredenoj i proSirenoj 35. propoziciji iz 1X. (de-
vete) knjige Euklidovih »Elemenata«. . . . .

I »Quadratum primi termini divide differentiam inter primum et secundum,
et quotus erit summa omnium terminorum.« ) )

12 Radi se u Fermatovu radu »De_aequationum localum transmutatione... cui
annectitur proportionis geometricae in quandrandis inf. parabolis et hyperbolis
usus«, koji Je objavljen unjegovim sabranim djelima 1679. godine

13 Ako Je zadan padajuci beskonacni geometrijski niz, razlika izmedu dva su-
sjedna €lana niza odnosi se prema manjem ¢lanu kao veéi ¢lan prema sumi svih sli-
jedecih Clanova.



s bazama koje su stranice prvog trokuta, iznosi 1/4 Px itd. Ako se sada nacrta
isti lik kao i u prethodnom problemu, navodi Gradi¢ ([6], str. 9d), tako da je
prva duzina AB, druga CD = 1/4 AB, treca EF = (1/4)? AB itd. u beskonacnost,
tada se iz omjera navedenih duZina moZe odrediti i povrSina segmenta para-
bole. Naime, prema navedenom moZe se napisati razmjer AB:CD = CD:EF =

Sl 1,
= ...=PxPg=P2:P3= ..., a to je prema prethodnom i dalje jednako
= BD:DF = DF:FQ = ..., a iz toga slijedi i (Pt + P2 + P3 + .. ):(P2 + P3+

+ P4 + ..)) = BL:DL = 4:1. 1z toga se kona¢no zaklju€uje da je trazena povr-
Sina parabole P jednaka Cetverostrukoj razlici povrSine P i Pp tj. P = 4(P—Px),
i da je P = 3/4P1 §to je trebalo dokazati.

Ovaj dokaz formule za povrsSinu parabole pokazuje da Gradi¢ uoCava mo-
gucnost povezivanja dva beskonacna reda (geometrijska reda, kojima je
g = 1/4) i mogucnost da odredi sumu jednoga na osnovi poznate sume drugoga.
No, mozZe se primijetiti da Gradi¢ ne promatra problem opcenito, nego ga rje-
Sava kao konkretan slucaj. Cak se nedovoljno Kkoristi prethodno dokazanim teo-
remama. Treba takoder dodati da se ideja takva rjeSenja nalazi u Torricellijevu
pismu Prodanelliju koje se nalazi u Gradi¢evu manuskriptu, pa se ne moze
sigurno ocijeniti koliko je Gradi¢ originalan. No, Torricelli se u pismu pohval-
no izrazava o rjeSenju kvadrature parabole neke tre¢e osobe, za koju se moze
pretpostaviti da je to upravo Gradi¢, koji je, kako navodi Torricelli, doSao do
rjieSenja kvadrature parabole drugacijim postupkom, postupkom koji se razli-
kuje od Arhimedova svodenja na apsurd.

Taj primjer pokazuje da se Gradi¢ odmah po dolasku na studij teologije
u Rim pocCeo baviti geometrijom, a primjena beskonacnoga geometrijskog re-
da na taj nacin predstavlja etapu prema opc¢oj primjeni beskonatnoga geome-
trijskog reda, koju nalazimo kod Fermata pri odredivanju kvadratura para-
bola i hiperbola.

2.2. RjeSavanje geometrijskih problema
i Gradi¢evo misljenje o doprinosu Marina Getaldi¢a

Na nekoliko mjesta u svojim objavljenim i neobjavljenim radovima Stje-
pan Gradic¢ istiCe vrijednost radova svojega zemljaka Marina Getaldi¢a. Gradi-
¢ev interes za rad M. Getaldi¢a potjeCe vjerojatno jo$ iz vremena Skolovanja
u Dubrovniku, jer je tada Gradi¢a poucavao vrlo ugledni isusovac Ignjat Tudi-
Sevi¢, vrstan matematicCar i prijatelj Marina Getaldiéa ([2], str. 2).



U rukopisu u kojem Gradi¢ opisuje Zivot svojega ujaka Petra BeneSe ([21],
str. 8d—9d) cijelu VI. glavu posvecuje M. Getaldi¢u u vezi s ujakom BeneSom.
Naime, upravo kad je Gradi¢ zavrSavao studij teologije, umire mu pocetkom
svibnja 1642. godine ujak, i tada Gradi¢ u tridesetoj godini Zivota postaje za-
stupnikom Dubrovacke Republike u Rimu. Vjerojatno se odmah poslije toga i
oduzio pokojnom ujaku opisavsi njegov zivot i rad ([2], str. 5).14 Tako odmah
na pocCetku spomenutog poglavlja (str. 8d) istiCe da je BeneSa sluSao Christ.
Clavija uzivajuci zbog divljenja Marinu Getaldi¢u.l5 U daljem tekstu s mnogo
pohvalnih rijeCi opisuje Getaldi¢ev rad i doprinos napretku matematike, a po-
sebno istiCe vaznost njegova kontakta s F. Vietom i prihvacanje njegovih ideja,
te kao rezultat toga »praeclarum opus de resolutione et compositione...«. Kad
govori o tiskanju Getaldiceva djela »De resolutione et compositione mathema-
ticax, koje je objavljeno poslije Getaldi¢eve smrti, spominje da se za tiskanje
zalagao i ujak P. BeneSa.l6 O istom Getaldi¢evu djelu s pohvalama pise Gradié
i mnogo kasnije u svojem objavljenom radu u kojem s poznatim matematica-
rom i fiziCarom H. Fabrijem raspravlja o probabilizmu ([12], cap. XXX, str.
96).17 O Gradi¢evu zanimanju za konkretne probleme koje rjeSava M. Getaldi¢
u svojim djelima vidi se iz mnogih biljezaka i zadataka koje Gradi¢ rjeSava u
svojem manuskriptu [6]. Tako npr. na str. 75d—76d rjeSava prvi problem iz
Getaldiceva »Apollonius Redivivus seu Restituta Apollonii Pergaei Inclinationim
Geometria«, koje je objavljeno u Veneciji 1607. godine. To je Getaldic¢evo djelo
vec i za njegova Zivota bilo poznato. Tako ga poznaje u Engleskoj T. Harriot,
a kasnije i R. Hook. Krajem 18. stoljeCa dva engleska autora, S. Horsley i
R. Burrow, ponovo se bave restauracijom Apolonijeva djela »0 nagibima« ([22],
str. 202—203). Getaldi¢eva je metoda rjeSavanja sinteticka. Kasniji su autori od
toga odstupili i davali rjeSenja primjenjuju¢i metodu koja im se Cinila naj-
zgodnijom, ne vodeéi raCuna o tome da restauracija mora biti Sto vjernija ori-
ginalu, pa ¢ak i metodoloski. Tako npr. Horsley rjeSava probleme u okviru
Vietine metode, no pritom se drzi Getaldi¢evih formulacija problema, a razlika
je jedino u tome Sto prvi Getaldicev problem rastavlja u dva ([22], str. 204).
Interesantno je da i Gradi¢ prvi Getaldi¢ev problem rastavlja i rjeSava odvo-
jeno kao dva. Tekst Gradi¢eva problemal8 sadrzajno se ne razlikuje od Getaldi-
Ceva ([23], str. 199), a i metoda rjeSavanja je ista, tj. sinteticka. Razlika je sa-
mo u tome Sto Gradi¢ pronalazi jo$ jedan naCin konstruktivnog rjeSenja pro-
blema. Naime, prema zadanoj kruZznici iz zadane toCke izvan kruznice treba
povuéi duzinu prema kruznici tako da dio duzine u kruznici bude jednak zada-
noj duzini. | uvjet za tu konstrukciju koji navodi Gradi¢ isti je kao i u Getal-

.14 Moze se primijetiti da B. Koérbler ne navodi naslov rukopisa ([2], str. 6) prema
originalu [21], koji sé nalazi medu Gradi¢evim rukopisima u Vatikanu (Vat. lat. 6905).

15 »Audivit etiam Christ. Clavium clarissimum tunc in urbe geometram, eiusdem
Instituti Presbyterum, eius scientia studio praecipue delectatus propter admirationem
Marini Ghetaldi civis sui, cuius nomen in eo genere studiorum ineliitum esse coe-
arat.«
P 16 »... qui liber post mortem demum eius, curante Benessa in publicum prodijt
Francisco Barberino Cardinali nuncupatus...« ([21], str. 9

I7 »... et nomina usurpant cetere Geometrarum, et Arithmeticorum disciplinae
congruentia, idque scribendi genus compositionem appellant, cuius rei, popularis
meus Marinus Ghetaldus in praeclaro suo de Compositione et Resolutione opera
pulcherrima praecepta, tradit.«

1§ »In dato circulo aptare rectam lineam magnitudine datam qui_pertingat ad
datam punctam extra circulum positum. Oportet autem datam inscribendam non
esse maior diametro dati circuli...« ([6], str. 75d).



diéa. Naime, zadana duZina ne smije biti veCa od promjera zadane kruznice.
Slicno kao Getaldi¢, i Gradi¢ poslije izvrSene konstrukcije izvodi i dokaz. Na
kraju Gradi¢ zakljuCuje da to isto slijedi i iz »Marini Ghetaldi... Apollonius
redivivus ... lib. prim.«. Drugi problem koji zatim rjeSava Gradi¢ zapravo je
drugi dio prvog problema. Naime, sad je zadana toCka unutar zadane kruZznice,
a zadana duZina, osim toga $to ne smije biti veca od promjera zadane kruznice,
ne smije biti ni manja od duzine koja je u danoj toCki okomita na promjer
kruznice.

Medu mnostvom razli€itih problema koje nalazimo u Gradi¢evu manuskrip-
tu nalaze se i problemi iz Getaldiceve knjige »Variorum problematum collectio,
koja je objavljena u Veneciji 1607. godine. To je djelo u metodoloSskom smislu
vrlo zanimljivo jer se u njemu nalaze tri skupine problema koji su rjeSavani
na metodoloSki razliCite naCine. Naime, Getaldi¢ se koristi posve sintetickim
geometrijskim postupkom, zatim analiticko-sintetickim postupkom koji je vec
upotrebljavao Pappus i konacno postupkom u kojem se dodaje tzv. posljedica
[24]. Tako u Gradi¢evu manuskriptu ([6], str. 13d—14d) nalazimo rjeSenje po-
sljednjeg 42. Getaldi¢eva problema. U tom problemu zadanu duzinu treba pre-
sjeéi na dva dijela tako da pravokutnik nacinjen od dijelova ima zadani od-
nos prema kvadratu razlike istih dijelova. U rjeSavanju tog problema i Gradi¢
kao i Getaldi¢ primjenjuje sinteticki postupak, tj. najprije izvodi konstrukciju,
a zatim dokaz. RjeSava ga na dva razli€ita nacCina, oba razliCita od rjeSenja koje
daje Getaldi¢. Interesantan je i problem19 koji Gradi¢ rjeSava u manuskriptu
([6], str. 88—92) nekoliko puta, a za koji navodi da ga je slicno rijeSio, izmedu
ostalih, i M. Getaldi¢ u »lib. variorum problematum pa 23«. Razlika u formula-
ciji zadatka je u tome Sto kod Getaldi¢a treba konstruirati pravokutnik iz za-
dane razlike dijagonale i stranica, dok je u Gradi¢evu problemu zadana razlika
stranica i razlika dijagonale i vece stranice. RjeSenje problema je sinteticko, tj.
izvodi se konstrukcija, a zatim se izvodi dokaz. Medutim, na jednom listu koji
se nalazi nesto dalje uloZzen u manuskriptu (str. 100) nalazi se provedena alge-
barska analiza tog problema. Vrlo je vjerojatno da je Gradi¢ prvo proveo alge-
barsku analizu, a onda, koristeci se tim rezultatom, proveo konstrukciju i do-
kaz, tj. dao rjeSenje problema sintetickom geometrijskom metodom. U rjeSava-
nju mnogih drugih zadataka Gradi¢ se uglavnom poziva na stavke iz Euklido-
vih elemenata, ali i na stavke iz Getaldicevih radova. Tako se npr. na nekoliko
mjesta poziva i na Getaldiéevo djelo »De resolutione et compositione mathe-
matica« ([6], str. 94). O Gradiéevu interesu za djelo M. Getaldi¢a svjedoCi i to
Sto je Gradi¢ u svom manuskriptu ([6], str. 103d—104d) saCuvao jedno pismo
Svicarskog matematicara P. Guldina upu¢eno M. Getaldi¢u. Pismo je vrlo inte-
resantno jer medu ostalim potvrduje pretpostavku da se M. Getaldi¢ koristio
algebarskim rjeSenjem da bi odredio ograniCenja i pojedine sluCajeve proble-
ma, ali da je, vodeci racuna da restauracija mora biti jednaka originalu cak i
metodoloski, naveo samo sinteticko rjeSenje ([25], str. 89).

Vrlo je vjerojatno da se S. Gradi¢ navedenim geometrijskim problemima
bavio za studija teologije u Rimu. Na to upucuje i Torricellijevo pismo upuce-
no B. Castelliju u Rim 11. lipnja 1640.20 godine, u kojemu mu prilaZe rjeSenja

19 »Data differentia laterum inter se item differentia inter maius latus et dia-
metrum alicuas rectanguli, invenire rectangulum.«

2 U isto je vrijeme Gradi¢ raspravljao preko Prodanellija s Torricellijem o kva-
draturi parabole.



dvaju problema. Ta su Torricellijeva rjeSenja u duhu starogrcke sinteticke
metode, a oba se nalaze i u Gradi¢evu manuskriptu ([6], str. 46d i 50d—b51),
rijeSena vrlo sli€no kao i u Torricellija.

Iz navedenoga mozemo zakljuciti da se Gradi¢ ve¢ u mladim danima pod
utjecajem sredine u kojoj se nalazio te, s druge strane, po ugledu na zemljaka
M. Getaldi¢a zanimao za geometriju, rjeSavajuci niz geometrijskih problema.
Dobro je poznavao Getaldiceve radove, te je pokuSavao, slicno kao i mnogi
drugi u to vrijeme, koristeéi se Getaldi¢evim formulacijama problema, doc¢i do
rjeSenja na drugaciji nacin, a ¢esto je unosio i promjene u samu formulaciju
problema. Pritom se Gradi¢ najceS¢e koristi i istom metodom, tj. sintetiCkom,
ali je iz vise primjera koje nalazimo u njegovu manuskriptu ocCito da je Cesto
do rjeSenja dolazio algebarski, a tek onda dao i sintetiCko rjeSenje.

3. RAD S. GRADICA KAO NASTAVLIACA | ZAGOVARACA
ALGEBARSKIH SHVACANJA F. VIETE | M. GETALDICA
TE SURADNJA S M. A. RICCIJEM

M. A. Ricci u posveti S. Gradi¢u2l u djelu »Geometrica«x [27] istiCe da je vec
i ranije sa S. Gradi¢em raspravljao o zdkonima opce »Artis analyticae«, 0 me-
todi s malo rijecCi i veCom brzinom i lakoéom dokazivanja, kao i o metodi lak-
Seg uoCavanja greSaka u djelima mnogih autora. Ovdje naziv »Artis analiyti-
cae«?? treba shvatiti kao algebra. Naime, Vieta je odbijao naziv algebra ([16],
str. 365—66 i [14], vol. 11, str. 392), smatrajuci da on nije u duhu jezika, te je
predlagao »analiyticax. U nastavku posvetnog pisma naslovljenog na S. Gradica
Ricci se obvezuje da ¢e objaviti ve¢ prikupljeni materijal iz tog podrucja, Sto
je preporucio vec i Torricelli, u kojem ¢e »integram doctrinam triginta propo-
sitionum Archimedis, Luca Valerij, et aliorum, una compiecitur«. M. A. Ricci
je i napisao »Algebru« [29], koja je ostala u rukopisu. Jedan rukopis »Algebre«
nalazi se u Matematickom institutu SveuciliSta u Genovi ([28], str. 105). To
Riccijevo djelo pisano je potpuno u duhu Vietine algebre i predstavlja Skolski
priruénik nove algebre. Ono je vrlo interesantno i stoga Sto Ricci osim Viete i
Claviusa spominje jos samo neke probleme iz radova M. Getaldica i 5to rasprav-
lja o njima [28]. MoZe se primijetiti da osim spomenutog Riccijeva rukopisa
postoje u Vatikanskoj biblioteci prijepisi Riccijeve »Algebre«. Tako se jedan
prijepis nalazi medu rukopisima koji ve¢inom pripadaju S. Gradi¢u ([29], Vat.
lat. 6901), i na njemu je oznaCeno da je to »Algebra« M. A. Riccija. Taj je pri-
jepis pisan talijanskim jezikom (kao i izvor), ima ukupno 40 stranica, a sadrZaj
je dan u 24 leme. Drugi prijepis pisan je nesto Citkije, ali je bez naslova i bez
naznake autora, a priloZen je uz tiskano Riccijevo djelo »Geometrica exercita-
tio« i obuhvaca dio od str. 9d—63d ([29], Vat. lat. 6965). Za razliku od prvoga,
ovaj rukopis ima jednu lemu viSe. Postoji mogucnost da je prvi prijepis bio u
Gradi¢evu vlasniStvu, te se zbog toga i naSao medu svescima koji uglavnom
pripadaju njemu. No, sigurno je da ga je Gradi¢ poznavao jer se u manuskrip-
tu ([6], str. 106d) pri rjeSavanju jednog algebarskog problema poziva na Ricci-
jevu algebru.23

2 M. A Ricci posvetio je svoie djelo »Geometrica exercitatio« Stjepanu Gradicu:
»Abbati_Stephano Gradio Michael Angelus Riccius S. P. D.«. ] ] )

2 Slican naslov ima i djelo engleskog matematiCara T. Harriota »Artis analyti-
cae praX|s«_gzdanodpost_humno, tj. 1631. godine ([t16]" str. 335). o

3 Gradi¢ navodi: »in sua algebra demonstrat Michael Angelus Riccius«.



Da su algebra i algebarska analiza bile predmet Gradi¢eva zanimanja, vidi
se po mnogobrojnim biljeSkama koje su ostale saCuvane u manuskriptu [6J.
Tako se npr. na str. 282d—283 nalaze pribiljeSke o racunskim operacijama s
posebnim naglaskom na opcenitost u raCunanju i operiranju specijesima ili
oblicima stvari, kao npr. slovima abecede, koji mogu imati i predznak.24 Kon-
kretne primjere raCunanja nalazimo i na str. 284d, a operacije, kao npr. razliku
kvadrata, na str. 43d. Sve su te biljeSke u vezi sa sadrZzajem iz Riccijeve algebre,
a Gradic¢u su posluzile pri sastavljanju vlastitog rada ([6], str. 105d—I'lld) bez
naslova, koji predstavlja pokuSaj algebarske interpretacije problema vezanih
uz pravokutni trokut i primjenu Pitagorina poucka.

Geometrijska je analiza odigrala vrlo vaznu ulogu u razvoju matematike.
Ona je zapravo bila jezgra iz koje su se razvile i druge analize, pa i algebarska.
Problem analize, posebno geometrijske, interesirao je i Gradi¢a. Vjerojatno po-
taknut proucavanjem Getaldicevih radova,?5 a kasnije i istraZivanjem geome-
trijskog rada u to vrijeme manje poznatog matematiCara (geometra) Aristae*
usa,% i sam biljezi svoja zapazanja o analizi i sintezi.27 Logistika, prakti¢nha ma-
tematika, koja je vec postojala u staroj Grckoj, prvi put je shvacena kao teorij-
ska aritmetika u Diofantovim djelima. On je uveo pisanje rijeCi kraticama, Sto
je bila velika promjena u odnosu na gréko retoricko izlaganje, te se takva al-
gebra Cesto naziva i sinkopatskom. No ni kod Diofanta kao ni kod srednjovje-
kovnih i renesansnih matematicara nije ucinjen bitan korak koji se sastoji u
apstrahiranju operacija od njihovih objekata. Naime, jo$ uvijek operacija i
objekti na koje se ona odnosi Cine nerazdvojnu cjelinu. Posljedica je toga bila
da se u to vrijeme nije nikad izvlacila formula, jer je za nju bilo potrebno da
upotrijebljena kratica postane simbol, koji moze poprimiti karakter bilo ¢ega
([30], str. 13—14). U analitickom se postupku uzima da su i trazene veliine
zadane, pa Cak i crtezom predocene, ali, naravno, ne u svojoj pravoj velicini.
Odlu€an korak u prerastanju geometrijske analize u algebarsku ucinio je Vieta.
On promatra veli¢ine nazvane »specijes«, koje su sasvim opéenite i predstavlja-
ju opce veli€ine primjenjive i na brojeve i na geometrijske veli€ine. Ovdje kra-
tice dobivaju potpuno novo znac€enje, one postaju simboli, koji ¢e jednom moci
poprimiti jedan, a drugi put drugi sadrzaj ([31], str. 117).

O algebarskoj analizi Gradi¢ pravi biljeSke na nekoliko mjesta u svojem
manuskriptu. Tako se na str. 281d u prvom koraku analize, tzv. zetetiCkom po-
stupku, postavlja odnos ili jednadzba izmedu zadanih i trazenih veliCina. Idu-
¢i je korak da se uz pomoc¢ algebarskih operacija, koje Gradi¢ nabraja kao zbra-
janje, oduzimanje, mnoZenje i dijeljenje ([6], str. 238 i 239d), dode do rjeSenja.
Interesantno je Gradi¢evo uoCavanje da zbrajanju i mnozenju u analizi odgova-

A » ... litterae species significatae ... quam signis negativis aut affirmativis
affectae.«

% Naime, i Getaldi¢ pored sinteticke metode neke probleme u »Zbirci razlicCitih
roblema« rjeSava metodom analiza-sinteza, koja je bila najjasnije upotrijebljena u
. knjizi Pappusova »Matemati¢kog zbornika« ([ 4]1, str. 105).

% U manuskriptu [6] nalazi se viSe bilg'ezakavo geometru Aristaeusu, o Cijem je
radu Gradi¢ raspravljaos talijanskim matematiCarom V. Vivianijem, a posebno o
njegovoj metodi analize, tj. geometrijske analize.

Il »Resolutio geometrica nihil_aliud est quam progressio quaedam ratiocinandi
a quaesito ad concessam per legitimae consequentes expedior...«. Slicno i o sintezi
(compositio) ([6], str. 273d5J. Taj dio Gradiceva teksta vrlo je slican Getaldicevu uvodu
u »Lliber primus« djela »De resolutione et compositione mathematica« ([23], str. 365).



raju oduzimanje i dijeljenje u sintezi a i obratno, pa su to suprotne operacije.28
Dodaje da se pored tih operacija »in operationibus Algebrae« primjenjuju ope-
racije i »ad proportionem« i »ad aequalitatem«. Taj dio Gradicevih razmiSljanja
nja sigurno se osniva na proucavanju Getaldi¢eva djela »De resolutione et com-
positione mathematica« i na Getaldicevim »Conspectus resolutionis et compo-
sitionis«, kojima Getaldi¢ vrlo jasno prezentira ulogu Vietine algebre u tretira-
nju geometrijskih problema i vrlo precizno odreduje odnos analize (resolutio)
i sinteze (compositio) s vrlo jasnom naznakom da su analiza i sinteza dva ma-
tematicko-logicka procesa obrnutih smjerova ([32], str. 6—9). Gradi¢ vrlo jasno
uoCava da u analizi postoji odreden karakteristi¢an redoslijed u zakljugivanju,
kao Sto postoji i redoslijed u sintezi. Pritom posebno istiCe uzajamni odnos ana-
lize i sinteze preko operacija koje se u njima izvode.

1z poCetne se jednadZbe navedenim transformacijama dolazi do neke istine,
koja se naziva porizam, a iz njega se odreduje trazena veliCina. 1z porizma se
moze odrediti trazena veliCina s pomocu sinteze, ali porizam moze posluziti da
se dode i do drugih novih istina, u vezi s drugim principima ([6], str. 238d).
Primjenjujudi to i prakti¢no, Gradi¢ na vise mjesta u manuskriptu vrsi i alge-
barsku analizu. U mnogim primjerima koje rjeSava sintetickom metodom u
duhu gréke geometrije, on sa strane ili na posebnom listu papira izvodi alge-
barsku analizu, kojom se zatim rukovodi u sintetickom rjeSavanju. Moze se pri-
mijetiti da talijanski matematicari tog vremena nisu bas skloni Vietino] alge-
barskoj analizi i mnogi je izbjegavaju. Tako je npr. Riccijev ucitelj E. Torri-
celli, za razliku od svog ucenika Ricci]a, veliki obozavatelj stare Grcke metode
i nije pristalica algebarskog formalizma. Cesto istiCe »bez algebre«, na Sto je
Cak i vrlo ponosan ([33], str. 170). U tom je smislu vrlo interesantno ve¢ spo-
menuto Torricellijevo pismo upuc¢eno rimskom matematicaru B. Castelliju, ko-
jem Torricelli prilaze rjeSenje dvaju problema ([11], tom 111, str. 40—42). U pr-
vom problemu treba zadanu duzinu presjec¢i ma dva dijela tako da razlika kva-
drata dijelova ima zadani omjer prema pravokutniku nacinjenom od istih dije-
lova. U drugom pak, sli¢no, treba zadanu duzinu presjec¢i na dva dijela tako da
pravokutnik nacinjen od cijele duzine i manjeg dijela ima zadani omjer prema
razlici kvadrata dijelova. RjeSenja tih zadataka, koja Torricelli prilaze, u duhu
su starogrCke sintetiCke metode. Oba zadatka s vrlo slicnim rjeSenjem s po-
mocu sintetiCke geometrijske metode ima i Gradi¢ ([6], str. 46d i 50d—51). Ra-
zlika je jedino u formulaciji drugog problema. Naime, Gradi¢ prvo rjeSava za-
datak u kojem treba podijeliti zadanu duzinu na dva dijela tako da prvo uzima
pravokutnik nacinjen od cijele duzine i veceg dijela. UoCava da je rjeSenje mo-
guce ako je zadan omjer veceg prema manjem. Zadatak u kojem je pravokutnik
nacinjen od cijele duzine i manjeg dijela (tako ga formulira Torricelli) rjeSava
na isti nacin, samo Sto nije potrebna nikakva determinacija, jer pravokutnik
konstruiran od cijele duzine i manjeg dijela moze biti i veéi i manji i jednak
s razlikom kvadrata dijelova. Vrlo je interesantno da se oba zadatka nalaze i
u dodatku pisma2) koje je V. Viviani uputio S. Gradi¢u ([6], str. 244d i 245).
Vivianijeva rjeSenja navedenih problema dana su u duhu gréke geometrije, tj.

~ 8 »Animadverti autem facile potest quod additio posita in resolutione respondet
in_compositione subtractione et e contra quae alteri alterius conversa est. Ita multi-
plicatio posita in resolutione respondet divisione in compositione et e contra quae
similiter altera alterius conversa est.« ([6], str. 239d).

2 U vezi s ovim sadrzajem nalaze se u manuskriptu [6] dva Vivianijeva pisma
upucena Gradicu, oba pisana u svibnju 1663. godine.



sintetickom metodom. Usporedba pokazuje da su rjeSenja koja daje Viviani
vrlo slicna Torricellijevim rjeSenjima, dok je drugi problem gotovo identi¢no
rijeSen. Razlika je samo u upotrijebljenim oznakama. Prije nego $to postavlja
i rjeSava prvi problem, Viviani navodi: »Problema quod tibi erudissime Gradi
mihi proponere placuit fuit ni fallor huiusmodi«, iz ¢ega se moze zakljuciti da
su o tom problemu vec i prije raspravljali. Isti problem na drugom mjestu u
manuskriptu ([6], str. 230d) Gradi¢ rjeSava i algebarski, tj. provodeci algebar-
sku analizu. Naime, zadanu duzinu koju treba presje¢i oznacava s B, a manji
dio s A. Zadani omjer razlike kvadrata dijelova i pravokutnika nad istim djelo-
vima je B:C. Prema slici, uvodec¢i pomo¢nu duZinu E, koja je jednaka razlici
dijelova duzine B, odreduje razliku kvadrata dijelova E? + 2AE = B(B—2A),
a zatim i povrsinu pravokutnika (B—A)A. Te rezultate uvrStava u zadani raz-
mjer, koji transformira tako da se iz njega moze odrediti nepoznata duzina A.
Sto se tiCe takvog rjeSenja, Torricelli u pismu Castelliju primjecuje: »Quia
vero aliqui existimarunt haec Problemata per regulam Algebrae solvi non posse,
nos per simplicem Aritrn. illa absolvemus.« Poslije toga Torricelli daje i rjeSe-
nja za oba primjera koja bi slijedila iz jednadzbi, no daje ih u retorickom obli-
ku. To pokazuje da Torricelli, a slicno i Viviani, pri rjeSavanju problema strogo
vode racuna i o metodi rjeSavanja, dajuci prednost sintetickoj metodi.

Gradicev algebarski rad u kojem rjeSava 33 problema u vezi s pravokutnim
trokutom ([6], str. 105d—Illd) vjerojatno nije potpuno originalan. S jedne
strane, on je pod utjecajem M. Getaldi¢a i Riccijeve algebre a, s druge strane,
Gradic¢ je posjedovao i jedan rad H. Fabrija ([6], str. 112d—120).30 Taj se Fa-
brijev rad zasniva na nekoliko postulata, teorema i korolara iz kojih se doka-
zuju, €ak istim redom, 33 problema, kao i u radu S. Gradi¢a. No, bitna razlika
izmedu ta dva rada jest u metodi rjeSavanja. U Fabrijevu radu problemi se rje-
Savaju sintetickom metodom i po uzoru na Euklidove elemente. Naime, utvr-
duje se kako konstruktivno odrediti trokut, a u dokazu se primjenjuju pret-
hodno dokazane teoreme. Tekst je retoricki, bez formula, i ne razlikuje se od
mnogih drugih tekstova slicnog sadrzaja iz ranijih perioda, kao npr. sli¢an
tekst u manuskriptu ([6], str. 166—169),3l prepisan iz jednog rada F. Maurolica
iz 16. stolje¢a. Cini se da ih je oba i prepisao isti prepisivac. Gradi¢ev rad koji
je istog sadrzaja kao i spomenuti Fabrijev pisan je potpuno u duhu Vietine
algebre, a i Getaldi¢eva rada »De resolutione et compositione mathematica«.8
Naime, u svakom problemu poslije postavljanja zadatka dolazi algebarska ana-
liza, kojom se analizira odnos zadanih i trazenih veli€ina. Na osnovi analize po-
stavlja se jednadzba. Ona se zatim algebarskim operacijama, o kojima Gradié
raspravlja na nekoliko mjesta u manuskriptu, svodi na oblik iz kojega se moze
izraziti trazena veliCina (tzv. kanonski oblik). Iza toga slijedi porizam, kojim
se, zapravo rijeCima, izraZzava rezultat rjeSenja jednadZbe i veza izmedu zada-
nih i traZzenih veliina. U nekim problemima porizam sluZzi i za postavljanje no-
vog problema ([6], str. 1lld). Time se problem smatra rijeSenim jer je na os-
novi porizma poznat trazeni trokut i moze se izvesti konstrukcija, pa i izracu-
navanje, ako je to potrebno. No, Gradi¢ to u ovom radu ne izvodi. Ako se taj

8 Da_se radi o Fabrijevu_radu, pisanom rukom nekogi:prepisivaéa, upozorava
s?mlclz‘zrg)dlc napomenom na pocetku rada: »Patris Honorat. Fabri (?) Soc. Jesu« ([6],
str. .

3l Theodosij sphaericos elementorum ex Traditioni Maurolici, Liber primus«.

s~ Tako se npr. u problemu 28, slicno kao i u Getaldi¢evu djelu, upotrebljava
»Conspectus respintionis« (foj, str. 111d).



Gradicev rad analizira, moze se zakljuciti da je on pokuSaj reinterpretacije jed-
nog geometrijskog problema na osnovi Vietine algebre. Time se i Gradi¢ uklju-
Cuje u tijek stremljenja svog vremena. MoZe se primijetiti da u to vrijeme jo$
uvijek nisu ba$ brojni takvi pokus$aji, $to je vjerojatno, na neki nacin, poslje-
dica toga 8to su algebru odbijali veliki autoriteti, kao Sto je npr. bio Torricelli.
Iz prethodnoga se vidjelo da ni Viviani, pa ni Fabri, nisu ba$ skloni algebri, za
razliku od nekih francuskih matematicara toga vremena ili npr. Huygensa, ni-
zozemskog matematiCara i fiziCara koji je Zivio u Parizu.33 Da bismo uocili ra-
zliku u rjeSavanju istih problema koje nalazimo i u Fabrijevu i u Gradicevu
radu, navodimo rjeSenja koja se u oba rada nalaze pod brojem Sest. U Fabrije-
vu radu ([6], str. 115d) problem i njegovo rjeSenje glase: »Dato latere et ratione
basis ad latus, invenire triangulum. Vel est ratio basis, ad latus datum vel ad
aliud, si primum assumpta AE ad libitum, descriptoque supra AE semicirculo,
cui applicatur AF ita ut ratio basis ad latus datum sit AE ad AF productaque
AF indefinite, et facto ACB, angulo rect0: habetur triangulum quesitum, si vero
ratio basis sit ad aliud latus non data sitque AE ad EF, haec applicatur descrip-
to semicirculo fiat (?) ut supra sive latus datum sit maius, sive minus«. Isti
problem rjeSava Gradi¢ ([6], str. 106). Njegov tekst dat ¢éemo u slobodnom pri-
jevodu s komentarom. Zadana je stranica i omjer baze (hipotenuze) prema stra-
nici u pravokutnom trokutu. Treba odrediti trokut. Taj problem ima dva slu-
Caja, naime, ili je zadan odnos hipotenuze prema zadanoj stranici ili prema
onoj drugoj. Prvi slu€aj se rjeSava prema prethodnom problemu.3 U drugom
slu€aju, neka je zadana stranica B, nepoznata stranica C i hipotenuza A. Zadan
je omjer hipotenuze i nepoznate stranice, i neka je A:C = R:S. Iz Pitagorina
poucka za pravokutni trokut slijedi jednakost: B2 + C2//A2 Ako se na obje
strane oduzme C2, preostaje jednakost (restat aequatio) B2//A2—C2 a to je
A—C in A + C, jer kako navodi Gradi¢, produkt sume i razlike jednak je ra-
zlici kvadrata, kako je to pokazao u svojoj algebri M. A. Riccius. Dakle je
B2//A—C in A+ C. U daljem izvodu3 dobije se konatno B2:(A—C) =
= (R + S):(R—S). Iz tog se razmjera moze izraCunati (A—C)2, pa i korjen
A—C. No, kako je prema prethodnom B2 = (A—C) (A + C), moZe se izraCunati
i suma, tj. A + C, aiz toga i hipotenuza A i stranica C. Naime, ako je A + C = F,
aA—C =D, tadaje2C + D = F itd.

O vrijednosti algebarske analize nalazimo Gradiceve biljeSke na jo$ neko-
liko mjesta u manuskriptu. Tako, npr., vjerojatno u jednom pismu bez naznake
primaoca ([6], str. 193—195) istiCe doprinos Pitagore, a zatim za Vietu kaze:
»patrum nostrae memoriae Franciscus Vietae quae numeros aequae ac Speci-
es comprehendit...«. Dalje istiCe dobitak koji je rezultat primjene algebre
zbog lako¢e demonstracije, kratkoce izlaganja, za razliku od prethodnih meto-
da, gdje su isti dokazi zauzimali viSe prostora, tj. bili vrlo opSirni.

§3 Tako u Huygensovim sabranim djelima ([34], knj. str. 26) nalazimo da on
i zadatak »Datum triangulum, ex puncto’in latere dato, |far|am secare« rjeSava alge-
barski. Isti zadatak rjesava li Gradi¢ (6], str. 100d), ali samo konstruktivno uz dokaz.

8 U problemu br. 5 rijeSen je slucaj kad je zadana jedna stranica i omjer stra-
nica.

3 U daljem izvodu, ako upotrijebimo danasnje oznake proSirivanjem razmjera
se dobije: gA—€) A+ C é ? (A+C). Ako se u taj razmjer uvrsti
prethodno oblvena jedna ost dObIje se B A—C2 =(A+C): (A—£). Iz razm&era
AC =R: S (kOjI e zadan) sI| edi primjenom poznatlh operacua A+C): (A
S =R+S 5 aiztogai onacnl razmjer iz kojeg se mogu izraCunati nepoznate
stranice.



Vjerojatno zbog odbijanja algebre, kao $to smo ve¢ istakli, algebra u Italiji
u prvoj polovici 17. stoljeca, pa i nesto poslije toga, nije uhvatila dublji kori-
jen. Cini se da je djelo naSeg Marina Getaldi¢a »De resolutione et compositi-
one ...« dugo vremena na tom podrucju bilo usamljeno, te nije ¢udo da je npr.
M. A. Ricciju jo$ i u drugoj polovici 17. stoljeca bilo vrlo pogodno za analizu
[28]. Upravo vodeéi ra€una o ovoj €injenici i polazeci od nje, treba cijeniti rad
M. A. Riccija, a jednako tako i naSega Stjepana Gradica, koji je, potaknut ra-
dom svog zemljaka Marina Getaldi¢a, naSao u M. A. Ricciju istomisljenika s
kojim je raspravljao o mnogim pitanjima algebre,3 a i poticao ga je da rezul-
tate svojega rada, tj. algebre, i objavi.

4. SURADNJA S. GRADICA S TALIJANSKIM MAT%MATICAROM
V. VIVIANIJEM NA RESTAURACIJI RADOVA STAROGRCKOGA GEOMETRA
ARISTAEUSA

U 16. i 17. stoljecu postojao je velik interes mnogih matematicara za antic-
ka matematicka djela, a posebno za ona koja su bila izgubljena, a o kojima po-
jedine podatke daju neki drugi autori. Oni ih spominju ili na osnovi toga Sto
su ih poznavali i njima se sluzili ili pak citiraju miSljenje o njima nekih drugih
starijih autora. Tako su npr. djela starogrékog matematicara Apolonija iz Per-
ge bila ve¢im dijelom izgubljena, i za njih je postojao velik interes. Proucavaju
ih i restauriraju mnogi veliki matematicCari, poCevsi od F. Viete, naSeg M. Ge-
taldiéa, Snelliusa, Vivianija i drugih.37 Glavni izvor za restauraciju Apolonijevih
djela nalazi se u Pappusovu djelu »Matematicki zbornik«.38 Problemi navedeni
kod Pappusa Cesto su slabo razumljivi, $to npr. spominje Getaldi¢ kad kaze da
mu je probleme koje restaurira bilo teze shvatiti nego rijeSiti. To ujedno vrlo
dobro pokazuje da oni dopustaju razliCite interpretacije ([22], str. 204). Slicno
kao i druge matematicCare, i S. Gradi¢a zanimaju Apolonijevi radovi, pa i Pap-
pusov »Zbornik«, koji je zapravo osnova, a ponekad i jedini izvor za poznava-
nje gréke matematike. U Gradi¢evu manuskriptu nailazimo na viSe mjesta na
zadatke koji su rijeSeni slicno kao u Apolonijevim radovima. Tako npr. ([6],
str. 228) Gradi¢ konstruira tangentu na kruznicu dijele¢i dijametar kruznice
izvana, u istom omjeru u kojem je podijeljen noZistem okomice iz toCke kroz
koju je povucena tangenta iznutra. Drugim rijeCima, za konstrukciju tangente

. % Izmedu ostalog, Ricci u svojoj »Algebri« razmatra i razliCite tipove geometrij-
skih zadataka pnmgerggu&)um algebarsku analizu. Interesantni su tzv. nemoguci pro-
blemi ([29], Vat. la 65, str. Str. 48), za koje pokazuje da se svode na jednadzbe
ko,_e su apsurdne. U vezi s tim u Gradi¢evu manuskriptu ([6], str. 258) nalazi se ne-
koliko problema, od kojih je jedan i rijeSen. Problem glasi: »Invenire 'duo quadrato

uadrata in rationibus gquo (?5 differentia sit aequalis differen. laterum«. U dokazu

sradi¢ pokazuje da problem spada u nemoguce jer iz analize slijiedi da je dio veci od
cijeloga. Pritom svakako polazi od tada uobicajénih shvacanja.

31 Medu mnoge koje su zanimala Apolonijeva djela spada i P. Fermat. Tako M.
D. Grmek navodi da francuski matematiCar P. de Fermat piSe u uvodu_izdanja (oko
1630. god.) Apolonijeva djela »De locis planis« da ée ono neka protuteZa ili dopuna
francuskom, holandskom' i ilirskom Apoloniju ([26], str. 119).
. 8 Pappus Aleksandrijski (dru%f polovica 3. st.), ?rék_i matematicar, autor je ve-
¢im dijelom safuvanog matematiCkog Zbornika »Collectiones«, koji predstavija si-
stematski pregled grcke matematike s komentarima i izvacima iz najvaznijih tada-
Snjih matematickih djela.



koristi se tzv. harmonijskom cCetvorkom tocCaka, odnosno teorijom harmonij-
skog dijeljenja. Sli¢an problem za elipsu rijefeje u drugoj knjizi Apolonijevih
»Konika« ([16], str. 167).

Grcki matematicari dijelili su krivulje u tri kategorije: prva — »plane loci,
u koju spadaju pravac i kruznica; druga — »solid loci«, a to su presjeci stosca;
i tre¢a — »linear locik, u koju spadaju ostale krivulje ([16], str, 164). U kritic-
kom prikazu nekog rada o »konikama« ([6], str. 293d) Gradi¢ primjecuje da je
autor trebao problem shvatiti opcenitije, pa kao presjek stoSca uzeti i kruzZnicu.
U vezi s tim, kad razmatra presjeke stoSca ([6], str. 229), dokazuje da ako vri-
jedi da je LH2 = LB>—BH? (odnosno y2 = r2—x2), tada je tocka L na kruznici.
Dokaz provodi tako da pokaZze da su duZine LI, DI i IE u odnosu »continue pro-
portionales, tj. da je LI2 = DI ¢ IE.

Pored Apolonijevih radova Gradi¢a zanimaju i Euklidovi radovi. Euklid je
osim »Elemenata« napisao i viSe drugih radova, a medu njima i »Data, tj. »ono
Sto je dano«. Tu je Euklid u 95 stavaka utvrdio ako su zadane neke geometrij-
ske veliCine, da su tada na osnovi njih dane i neke druge veli€ine. Drugim rije-
¢ima, to Euklidovo djelo sadrzava zapravo primjenu algebre u geometriji, ali
pritom je ta primjena izloZena strogo geometrijskim jezikom ([35], str. 76).
U Gradi¢evu manuskriptu nalazi se dio navedenog Euklidova rada, naime 30
propozicija, vjerojatno u Gradicevu prijevodu na latinski jezik, zatim i nekoliko
na grékom jeziku ([6], str. 170d—176d). Tako je npr. na str. 172d druga propo-
zicija: »Si data magnitudo ad aliam aliqguam magnitudinem habet rationem da-
tam, datur et haec alia magnitudina«, odnosno: »Ako se dana veli€ina nalazi u
danom odnosu prema drugoj veliCini, onda je dana i ona druga veliCina«.3
Ovim prijevodom Gradi¢ pokazuje, s jedne strane, svoj interes a, s druge stra-
ne, uvrstava se medu mnoge koji, poCevsi od 15. stoljeca, Euklidova djela (a i
druga) prevode na latinski jezik.

Ve¢ je spomenuto da je Pappusov »Zbornik« bio izazov za mnoge matemati-
Care da restauriraju radove koji se u njemu spominju i komentiraju, a s vre-
menom su izgubljeni. Gradi¢a je vjerojatno potaknuo V. Viviani da se zaintere-
sira za rad jednog u to vrijeme gotovo nepoznatog grckog matematiCara, koga
Pappus spominje u sedmoj knjizi svog »Zbornika«. Gradi¢ ga, piSuc¢i o njemu,
naziva »de Aristeo Geometra, qui senior apellatur«,40 jer, naime, Pappus spomi-
nje jo$ jednog Aristaeusa, koga naziva »junior«. Podaci koje navodi Pappus
bili su vrlo oskudni, tako da je bilo puno spornih pitanja. Pitanje je bilo kada
je Zivio, koja je djela napisao, tko je bio Aristaeus »junior« itd. Na osnovi Skr-
tih podataka Viviani i Gradi¢ pokuSavaju odgovoriti na ta pitanja, a posebno s
obzirom na Aristaeusove radove koje Pappus navodi, a koji su bili izgubljeni.
Vjerojatno je upravo na osnovi tog Vivianijeva i Gradi¢eva rada taj restaura-
torski posao bio okrunjen Vivianijevim izdanjem Aristaeusova rada »Loci soli-
di«. Naime, Viviani je 1701. godine objavio rad s naslovom »De locis solidis Ari-
staei senioris secunda divinatio geometrica, opus conicorum«.4l Rad je, €ini se,
dosta rijedak. Nema ga ni Vatikanska biblioteka, a u literaturi se vrlo rijetko

% Prijevod te propozicije je prema Bilimovicevu komentaru Euklidovih »Eleme-
nata« ([3611, knj. prva, str. 65).

éOYSL)J literaturi ga nalazimo pod imenom Aristaeus ([16], str. 698. i [14], vol. I,
str. .

4l Rad je naveden u »Graesse Tresor de livres rares et precieux« VI, Il parte
T—Z, Berlin 1922, str. 381, a spominje ga i Poggendorff ([37], pod Viviani).



spominje i analizira.£2 O vremenu kad Gradi¢ i Viviani raspravljaju o Arastae-
usovu geometrijskom radu mozemo zakljuciti po jednom pismu Vivianija upu-
¢enom Gradicéu 1. kolovoza 1773. iz Firence. Pismo je sacuvano u Gradi¢evu ma-
nuskriptu ([6] str. 290d—292). Ono je rezultat prethodnih rasprava, a Viviani
u njemu spominje podatke iz Pappusova rada, koji je 1588. godine objavio Co-
mandino u Pasariju.43 Medutim, isti¢e Viviani, bilo bi vrijedno usporediti ga s
grckim tekstom koji se nalazi u Vatkanskoj biblioteci. 1z Gradi¢eva rukopisa
([6], str. 255—258) saznajemo za niz podataka i pohvata na racun Aristaeusova
geometrijskog rada.l4 Tako saznajemo da ga je Pappus istakao kao jednog od
grékih matematiCara, geometra koji je poznavao geometrijsku analizu i slu-
Zio se njome. Nadalje Gradic¢ istice vrijednost priredivanja (restauracije) Ari-
staeusova traktata »Loci solidi«.45 U istom rukopisu isti€e i opéu vrijednost re-
stauracija Apolonijevih radova, koje su s uspjehom uradili F. Vieta i M. Getal-
di¢.46 O geometrijskoj analizi nalazimo Gradic¢eve pribiljeSke na nekoliko mje-
sta u manuskriptu, tako na str. 273. navodi da se u analizi pretpostavi da je
problem rijeSen, a zatim se trazi veza izmedu zadanih i trazenih veli€ina, kao
i sam postupak koji vodi prema rjeSenju. U tom napredovanju primjenjuju se
propozicije, sve do aksioma, a taj se konacni rezultat onda primjenjuje u sin-
tezi. O istome se govori i u »Povijesti matematike« ([16], str. 210), s time da se
istiCe da je metodu analize i sinteze upotrijebio autor Ciji radovi Cine »Trea-
sury of Analysis« s ciljem da se dobije metoda za rjeSavanje problema u vezi
s krivuljama. Medu navedenima su rasprave »o konikama« Aristaeusa, Euklida
i Apolonija. O Aristaeusu ima podataka joS u nekim dijelovima Gradi¢eva ma-
nuskripta. Tako je vrlo interesantan rukopis na talijanskom jeziku s naslovom
»Aristeo« ([6], str. 290d—291). Taj je rukopis prijepis, pisan rukom nekog pre-
pisivaca. Problem o kojem se raspravlja sliCan je kao u Vivianijevu pismu.
Naime, Pappus je Aristaeusu pripisao da je napisao pet knjiga »Loci solidi« (o
mjestima tijela) i pet knjiga »Elementi conioi«. Postoji i dilema je li Aristaeus
napisao rad »0O pet pravilnih tijelax, a zatm se postavlja i pitanje koliko Eu-
klid duguje Aristaeusu itd. Slicne dileme nalazimo i u danasnjim povijestima
matematike. Tako npr. Smith ([14], str. 94) smatra da Euklid mnogo duguje
Aristaeusu pri pisanju 13. knjige »Elemenata«, te dodaje da je Aristaeus bio je-
dan od onih matematiCara 4. st. p. n. e. koji je, inspiriran Platonom, mnogo
pridonio nastanku Eu'klidovih i Apolonijevih radova. | u povijesti matematike
VasCenka i ZaharCenka ([13], str. 53) navodi se kako se iz prve Hypsiclove
knjige »O pet pravilnih tijelax saznaje da je Aristaeus napisao slican rad o
jednakosti tih tijela. No, kako se taj Aristaeusov rad posljednji put nasao kod
Euklida, moze se pretpostaviti da je sadrzan u 13. knjizi »Elemenata«. To je ¢ak
i vrlo vjerojatno, zakljuCuje pisac povijesti matematike, jer je Euklid preradio
i jedan drugi Aristaeusov rad, »Presjeci konika«. Sli¢na nagadanja nalazimo i u
povijesti matematike M. Cantora ([38], str. 245). Naime, on vrlo podrobno ras-
pravlja o Aristaeusovim radovima, utvrdujuci da je mogao Zivjeti negdje oko
320. god. p. n. e., a zatim navodi da je potpuno nepoznato tko je bio Aristaeus

#§ Kratka analiza tog rada nalazi se u ([13], str. 53).
43 Isto izdanje je navedeno i u ([33], str. 152). ]
4 Tekst rukopisa pisan je tako kao da ima namjenu predgovora nekom radu.
4 »loci_solidi« je grcki naziv za presjeke stoSca, vjerojatno iz stereometrqske
definicije krivulja, kako je to uCinjeno u jednom Menaechmusovu radu ([16|], str 112).
_# U dosta neCitkom tekstu navodi se: »Franciscus Vieta in suo Apollonio Gale
de inclinationi... et quae a M. Ghetaldo ide tactationibus in suo subtili opera tradi-
do ..., quo titules est Apollon. redi. ...«
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mladi. Cantor nadalje raspravlja o tvrdnji da je Aristaeus napisao dva razliCita
rada sliCnog sadrZaja, jedno o »presjecima stoSca«, a drugo o »mjestima tijela«.
Smatra da se to moZe prihvatiti ako je prvom bio cilj da se istraZze svojstva pre-
sjeka stoSca, a drugom da se rjeSavaju problemi koji se mogu rijeSiti uz po-
moc¢ presjeka stoSca. Na slican su nacin o ovim problemima razmisljali Viviani
i Gradi¢. Tako su restaurirajuci Aristaeusov rad »Loci solidi« rjeSavali proble-
me primjenjujuci svojstva presjeka stoSca. Tako npr. u manuskriptu ([6], str.
246) nalazimo rijeSen ovaj problem47. Danu duzinu AB treba tockom C podijeliti
na nejednake dijelove tako da diferencija kvadrata AC i CB prema pravokut-
niku istih dijelova ima zadani odnos AB:D. U tom problemu, a sli¢no i u idu-
c¢em (str. 248d—249), rabe se svojstva parabole, koja se prije no $to se prijede
na rjeSavanje navedenih problema dokazuju. Tako se npr. dokazuje ([6], str.
245): ako se zadana duzina AB podijeli tockom C na jednake dijelove i oko osi
CB opiSe parabola s fokusom u B, te ako se iz neke tocke na paraboli, npr. D,
spusti okomica na CB, tada za noziSte te Okomice F, koje dijeli duzinu AB na
nejednake dijelove, uvijek vrijedi da je AF—FB? jednako kvadratu ordinate,
tj. FD2. Dokaz ovog stavka izvodi se iz svojstva parabole. Naime, duZina BD po-
vucena iz fokusa B jednaka je AF, pa navedena tvrdnja slijedi iz pravokutnog
trokuta FDB.

Gotovo je potpuno sigurno da je restauracija izgubljenih radova grékog ma
tematiCara Aristaeusa bila vrlo tezak problem. Podaci koje navodi Pappus i vi-
Se su nego oskudni, te su se pri restauraciji uglavnom morale praviti pretpo-
stavke. Vjerojatno je Aristaeusov rad, slicno kao i neki Euklidovi radovi o
»konikamag, zauvijek izgubljen, i to upravo zato Sto su bili hadomjeSteni Apo-
ionijevim radom istog sadrZaja, koji je svojim sadrZzajem sigurno nadvisio ra-
dove prethodnika. Restauracija koju je objavio Viviani ima samo znacenje po-
kuSaja da se, kako to navodi Gradi¢ ([6], str. 255d), vrati u sje¢anje rad zabo-
ravljenog geometra, kome mnogo dugujemo za uvodenje predivnhe metode,
metode, metode analize. Ujedno niz primjera navedenih u Gradi¢evu manu-
skriptu pokazuju interes S. Gradi¢a za razlicite probleme geometrije.

5. GEOMETRIJSKO RIESAVANJE PROBLEMA EKSTREMA

Problem ekstrema bio je, pored problema odredivanja tangente i proble-
ma kvadrature, jedan od vaznijih poticaja istrazivanjima koja su dovela do
infinitezimalnog racuna. Takve probleme nametnula su matematicka i fizicka
istrazivanja, a i tehni¢ka praksa. Torricellijev uCenik M. A. Ricci, kao dobar
poznavalac francuskog jezika, bio je posrednik u dopisivanju s M. Mersennom.
Preko Mersenna talijanski matematiCari su se upoznali i s mnogim neobjavlje-
nim radovima Fermata i Robervala, a posebno s novim metodama rjeSavanja
ekstremnih vrijednosti. M. A. Ricci posebno se zainteresirao i s velikim odu-
Sevljenjem angaZirao na rjeSavanju Fermatovih zadataka o ekstremnim vrijed-
nostima, koje je Fermat rjeSavao racunski, dok su talijanski matematicari
davali prednost rjeSavanju geometrijskini postupkom u smislu starogrckih
metoda ([33], str. 140).48 Naime, Fermatov postupak vodio je razradi jedinstve-

41 U naslovu je navedeno »Problema primum (?) locos solidos«, a pisan je Vivi-
anijevim rukopisom.
~ #J. E, Hofmann smatra da je i geometrijski postupak talijanskih matematicara
jednako vrijedan.



ne metode rjeSavanja problema o ekstremima, dok je geometrijsko rjeSenje
Cesto dugotrajnije i svaki zadatak trazi tom zadatku prilagodenu metodu. Me-
dutim, ni geometrijsko rjeSenje nije bez vrijednosti, jer sam postupak, prije
posve geometrijskim putem, mogli pripomoci u pronalaZzenju opée metode,
metode rjeSavanja ekstrema infinitezimalnim racunom.

U Gradi¢evu manuskriptu nalazimo na nekoliko mjesta i takve zadatke, tj.
zadatke u kojima se trazi maksimum ili minimum. O njima je Gradi¢ rasprav-
ljao s M. A. Riccijem, a i s H. Fabrijem. RjeSenja koja daje Gradi¢ u okviru su-
geometrijske metode. Ovdje ¢emo spomenuti samo neke, kao npr. na str. 51d—
—b53d manuskripta [6], gdje se rjeSava jedan vrlo stari problem. Naime, iz
zadanih toCaka A i B, koje se nalaze iznad pravca p, treba povuci duzine do
neke tocke C na pravcu p, tako da je suma AC + CB minimalna.49* Zakon re-
fleksije svjetlosti bio je poznat Euklidu i Aristotelu (vjerojatno i Platonu), ali
je Heron prvi dao geometrijski dokaz za jednakost kutova opadanja i odraza,
kao posljedice Aristotelova principa »da se u prirodi niSta ne deSava duZim
putem« ([16], str. 192). Vrlo slican dokaz izveden je u Gradi¢evu manuskriptu.
Medutim, ovdje je posebno interesantno to da rjeSavatelj proSiruje problem na
taj nacin ([6], str. 52d) Sto uzima da su zadane dvije tocke A i C nad horizon-
talnom ravninom i konop zadane duZine. Na konop, koji visi izmedu toCaka A
i C, treba postaviti uteg tako da bude u nekoj to¢ki H, koja se nalazi na kono-
pu, u najnizem mogucem poloZaju prema horizontalnoj ravnini. Zadatak se
rjeSava konstruktivno, tako da se produzi okomica AB prema G, zatim se od
toCke € prenese duZina konopa tako da sijeCe produZzenu okomicu AB u tocki
G, a zatim od toCke A duzinu AH, tako da je kut kod A jednak kutu kod C. Tvr-
di se da je tocka H, koja je dobivena tako da je duzina CG presjeCena duZzinom
AH, u najnizem moguéem poloZaju i da je ujedno i tocka ravnoteze za uteg koji
po konopu moZze slobodno kliziti. Dokaz se prvo provodi geometrijski. Tockom
H povuce se paralela s horizontalnom ravninom i dokazuje se da su trokuti ABH
i GHB sukladni. 1z toga slijedi da je AH = GH, pa i duzina konopca CG =
= AH + HC. Buduci da su kutovi opadanja i odraza jednaki, tj. <€ AHB =
= <£ CHD,50 iz prethodnog slijedi da je AH + HC minimum. To se dokazuje
i tako da se na duZini BD uzme bilo koja druga tocka, npr. L, tad je GL + LC =
= AL + LC, no kako je GL + LC>CG, to je i AL + LC > AH + HC. Time je
geometrijski dokaz proveden, a zatim slijedi i provjera pokusom. Na konop se
postavlja uteg koji moZe slobodno kliziti. Pokus pokazuje da se uteg uvijek za-
ustavlja u najnizem polozaju. Ako se uteg pomakne iz tog polozaja (tako da se
odmakne iz svog prirodnog poloZaja), ponovo se vra¢a u najnizi polozZaj, i ne
dogada se, tvrdi Gradi¢, da se uteg podignut uvis u tom poloZaju zaustavi, nego
se uteg zaustavlja u najnizoj tocki H. Kad bi se, zakljuCuje Gradi¢, naSao u
nekoj drugoj tocki na orti BD, npr. u L, to bi bilo moguc¢e samo za duzi konop
od zadanog. Ovaj je zadatak, Sto se tiCe geometrijskog rjeSenja i provjere rezul-
tata pokusom, potpuno u duhu Galileieve metode. Naime, konkretan problem
rjeSava se teoretski, a zatim se provjerava i pokusom, te je tek sklad jednog i
drugog rjeSenje problema.

O mnogim drugim problemima iz ovog podruc¢ja Gradi¢ je raspravljao
s H. Fabrijem. U Gradi¢evu manuskriptu nalazimo probleme (bez rjeSenja)

49 Ovaj zadatak nalazimo vrlo sli¢no rijeSen u radu V. Devidea ([39], str. 175).
5 Obicno se pri izrazavanju zakona refleksije uzimaju njihovi komplementi.



koje je postavio Fabri.5l Jednog od njih Gradi¢ rjeSava® ([6], str. 77d—78d)
slicno kao i u spomenutom primjenu, geometrijskom metodom, tj. konstruk-
tivno. Zadatak je da se zadana duzina podijeli i ostatku doda neka druga du-
Zina, tako da je ostatak prema odbacenom dijelu u istom omjeru kao isti od-
baceni dio prema dodanoj duzini i da pritom suma ostatka i dodanog dijela
bude minimalna. Pri rjeSavanju se prvo konstruira pomoc¢ni jednokracni pra-
vokutni trokut CDE i duzina CL kao suma njegovih stranica. Zadana duZina
AB podijeli se tako da je CL:AB = CD:HB. Zatim se konstruira trokut FGI,
slican prvome, kojem je jedna od jednakih stranica HB (FI — FG = HB).
Stranicom GlI, kao polumjerom oko tocCke I, opiSe se polukruznica i FI produZzi
do M i N, tako da je MN dijametar. Prema uvjetu zadatka MF je ostatak, FG
oduzeti (odbaceni) dio, a NF dodatak. 1z konstrukcije slijedi da je FM = AH,
a FG — HB. Zadana duzina AB podijeljena je tako kako se trazi, tj. FM:FG =
= FG:NF. U rukopisu Gradi¢ dalje dokazuje da je tim dijeljenjem i dodava-
njem NF suma FM + NF, tj. dijametar NM najmanji od svih koji se mogu
dobiti iz uvjeta dijeljenja i dodavanja.’3 Daje samo konstruktivno rjeSenje i
dokaz, no rezultat se moze lako provjeriti i diferencijalnim raunom.5 Iz toga

5 Fabri je postavio tri zadatka ([6], str. 80).

5 »Datam quantitatem ita dividere et segmento residuo aliam addere ita ut re-
siduili Sit ad detractam ut detractam est ad additum. Sitque aggregatum (?) residuo

et addito omnium possibilium minimum, suposita scilicet data quantitate.«

5 Dokaz se provodi prema slici. U tocki G se na polumjer Gl podigne okomica,
3. tangenta na kruznicu, koja s kruznicom cini dva kuta kontingencije. Prvo dokazuje
da je suma GF + FM veca od svih drugih kombinacija za to€ke na kruznici koje su
iznad i ispod G. Tako za neku toCku Q dokazuje da je OS + SM < GF + FM, jer je
FS > QV. Naime, u pravokutnom trokutu QVG, kut QVG je unutar kuta od 45°, pa
je manji od 45°, dok je kut kod Q komplement) veci od 45°. Iz toga slijedi da je stra-
nica pravokutnog trokuta GV, koja koja_ lezi nasuprot vecem kutu, uvijek veca od
stranice QV. Potpuno je isto, tvrdi Gradi¢, i za toCke ispod G, npr. za toCku R. Iz
ovog (pomocnog) dokaza moze se pokazati da ako je AB podijeljena nekom drugom
to€kom, razlic¢itom od H, npr. u X, tada uvijek slijedi da je promjer nove polukru-

Znice (to je suma ostatka i dodanog dijela) uvijek veci od promjera prve, tj. NM.
Ovaj se dokaz provodi tako da se nad duzinom AX podigne okomica XB (obje duzine
zajedno su AB), spoji se zatim A s B i na njoj podigne okomica BR. Trokutu ABR
opiSe se polukruznica. 1z toCke D, koja raspolavlja kvadrant, spusti se okomica DM.
Iz (%omo(:nog)_ dokaza slié'edj da je DM + MA maksimum, dakle vece i od zadane su-
me BX + XA'(iji. zadane duZine AB, koja je u rjeSenju jednaka GF + FM), F_ade_stog_a
i promjer prve polukruznice NM uvijek manji od promjera ove posljednje, fj.
NF + FM < RX + XA,

5% Ako zadanu duzinu AB = ZM oznaCimo s »a«, a polumjer kruznice Gl = ZG =,

tada iz trokuta ZIG slijedi da je 2r2 = (a—r)2 pa je NM = 2a (j/2—1). Do istog dolazi-



se moze zakljuciti o ispravnosti konstruktivnog rjeSenja, ali i uocCiti razlika u
sloZenosti i duzini izvodenja. | ovaj, a i sli€ni problemi koje rjeSava Gradi¢, a
i Faséri u svom objavljenom radu »De maximis et minimis in infinitum propo-
sitionem centuriax ([18], str. 51), rjeSavani su sintetickom geometrijskom
metodom, te u odnosu na radove npr. francuskog matematicara P. Fermata
[86], Sto se tice metode, zaostaju. Ipak, i oni znafe neki prinos jer se postav-
ljaju problemi koji traze nove metode rjeSavanja. Taj je rad Cak i ispod razine
rada M. A. Riccija, koji takoder geometrijski rjeSava slicne probleme, ali je
on zajedno sa svojim ucCiteljem E. Torricellijem pronaSao opcenitiju metodu
odredivanja ekstrema, koju dosljedno provodi u svojem radu »Geometrica
exercitatio«.5

6. DOPRINOS S. GRADICA RICCIJEVOJ »EXERCITATIO GEOMETRICA«

O zajednickom radu s M. A. Riccijem i drugima na mnogim prirodoznan-
stvenim problemima govori Gradi¢ u posveti svojih disertacija [5] Svedskoj
kraljici Kristini.

M. A. Ricci, vrlo istaknuti matematiCar toga vremena, napisao je nekoliko
radova. Medutim, tiskan je samo jedan i to njegova »Geometrica exercitatio«
[27]. Taj Riccijev rad bio je ve€ i za njegova Zivota izvanredno primljen. Tako
su misljenja J. Gregoryja (1638—1675), koji je tada Zivio u Padovi, i J. Collinsa
(1625—1683) pridonijela da je Riccijev rad ponovo tiskan dvije godine kasnije,
tj. 1668, i to kao dodatak vrlo znacajnom radu N. Mercatora (1620—1687). Ka-
snije se taj Riccijev rad rijetko spominje, a pravu njegovu vrijednost istakao
je Jos. E. Hofmann [33]. Za nas je vrlo vazno da je Ricci svoj rad posvetio
nasemu S. Gradicu, istiCuci njegove sposobnosti i smatrajuci ga sposobnim da
0 tom radu dade svoj sud. U posvetnom pismu Ricci, slicno kao i Gradic, istiCe
svoje Ceste i vrlo ozbiljne i vazne rasprave sa Stjepanom Gradic¢em, te vjeruje
u njegovo vrlo strogo ispitivanje i moli ga za konacno misljenje. Ako Gradice-
vo a i ostala misljenja budu povoljna, nastojat ¢e da se iznese na vidjelo i sve
ostalo o ¢emu su raspravljali, a posebno o pravilima analitike, gdje e tridese-
tak propozicija Arhimeda, L. Valeri]a i drugih biti sadrzano samo u jednoj.
Ovo djelce, navodi Ricci, tiskano je samo u tolikom broju primjeraka da bi ga
i ostali u Italiji i izvan nje mogli ocijeniti, te istice svoje prijateljske veze i
ulogu S. Gradi¢a u njegovu nastajanju.f SadrZzaj posvetnog pismasl ukazuje
kako je S. Gradi¢ u to vrijeme uZivao velik ugled medu matematiCarima. Ovu
Cinjenicu istiCe i J. E. Hofman, ali kao svoj komentar dodaje da je Gradi¢ na
tom podrucju ipak mogao samo osrednje utjecati ([33], str. 143—144).

mo i_trazenjem ekstrema diferencijalnim raCunom Ako je AH = MF =x i NF —b,
tada je NM = x + b. 1z uvjeta zadatka x : (a—x) = (a—x) :’b moZe se odrediti b, pa je

NM =y = X 4--m-mmme- ». Ako se prva derivacija izjednacCi s nulom, tada je ekstrem za

X — }72—pa se za)ﬁ\lM dobije isti rezultat koji slijedi i iz Gradi¢eva konstruktivnog
rjesenja. . o ) . ] ) )

5% Diferencijalnim metodama je ve¢ i Arhimed odredivao ekstreme, ali ne znamo
da li_su vec i u_ antici te metode imale primjenu. Njih su s upjehom obnovili i primi-
jenili u 17. stoljecu A. A. Ricci i E. Torricelli. Torricelli je razradio metodu za odredi-
vanje ekstrema funkcija oblika xp ([a—x)g zal< x<a (E15], | dio, str. 128).

5% »Interim hunc amicitia nostrae “iampridem instituae, et literario praecipue
commercio nunquamcoli intermissae, fructum iucundissimum feram...«

57 Pismo je datirano u Rimu »ldus julij 1666«.



Ricci je na tom podrucju poceo raditi mnogo prije nego Sto je objavio
svoju »Geometrica exercitatio«. Tu Cinjenicu J. E. Hofmann dokazuje anali-
zom mnogobrojnih pisama iz bogate korespondencije Riccija s Torricellijem.
Naime, Toriccelli je bio Riccijev ucitelj i on je Riccija zainteresirao za mate-
matiku. 1z spomenutih pisama moze se zakljuciti da je Torricelli svog ucenika
vrlo cijenio. 0 mnogim pitanjima iz Riccijeva objavljenog rada vec se rasprav-
ljalo u spomenutoj korespondenciji. Ricci je sebi postavio zadatak da prikaze
metodu odredivanja tangente na parabolu i hiperbolu i da pokaze kako se ista
metoda (postupak) moZe proSiriti i na elipsu i kruZnicu. Naime, razvitak me-
hanike i astronomije u 16. i 17. stoljeCu istakao je u prvi plan probleme inte-
gralnog istrazivanja, kao npr. odredivanje teziSta, kvadratura, rjeSavanje me-
hanickih problema kao §to je istrazivanje gibanja i sl., tako da je npr. problem
odredivanja tangente u pocetku bio manje zanimljiv. Sli€no tomu je i u anticko
vrijeme bilo manje zadataka iz podrucja diferencijalnog racuna. Tek u drugoj
Cetvrtini 17. stoljeca situacija se bitno izmijenila u istrazivanjima Descartesa,
Torricellija, Fermata i drugih, sve do Newtona i Leibniza. Ricci je sudjelovao
u raspravama o pitanju tangente preko svog ucCitelja Torricellija, kojemu je
Cesto bio i posrednik u raspravama s francuskim matemati¢arima zbog dobrog
poznavanja francuskog jezika. U tom je smislu bio vrlo znacajan dolazak M.
Mersenna u Rim, koji je tom prilikom donio nekoliko interesantnih i joS ne-
objavljenih radova Fermata i Robervala ([33], str. 140).

Riccijev rad »Geometrica exercitatio« ima samo 18 stranica, ali predstav-
lja kompletno, zaokruzeno djelo. Osnova djela su definicije (ima ih pet), za-
tim slijede leme i teoreme koje se na osnovi definicija i lema dokazuju. Na
kraju se rjeSavaju i dva problema koji imaju srediSnje mjesto u Citavom radu.
Da je i Gradi¢ sudjelovao pri formuliranju nekih dijelova navedenog rada, vidi
se po brojnim primjedbama i biljeSkama u vezi s tim radom koje se nalaze u
njegovu manuskriptu [6]. Tako su npr. na str. 19ld, 196d i 197 Gradi¢eve pri-
mjedbe u vezi s definicijama te prijedlog novih formulacija nekih od definicija,
lema i teorema. S tim je u vezi i jedno pismo ([6], str. 198) bez potpisa autora,
no prema sadrzaju i rukopisu moze se ocijeniti da je to pismo pisao M. A. Ricci
i da je upuceno vjerojatno S. Gradi¢u. Takoder je u vezi s Riccijevim radom
i jedno Gradi¢evo pismo upuceno francuskom matematiCaru i astronomu
Ismaelu Bulialdu8 ([6], str. 126d—127d) iz Rima u Paris. Pismo je upuceno u
veljaCi 1667. godine,59 dakle samo nekoliko mjeseci po izlasku iz tiska prvog
izdanja Riccijeve »Geometrica exercitatio«.

6.1. Prijedlozi S. Gradi¢a za poboljSanje Riccijevih definicija i jedinici
kao broju

Poslije posvetnog pisma, na poCetku svog rada (L 27, str. 5), Ricci daje pet
definicija. U prve tri definira potenciju, slicnost produkta dviju potencija i
homogenost produkta potencija. U Cetvrtoj definiciji definira se pojam »ter-
minus«. Naime: »Terminos cum dico, intelligi volo duos numeros seu aequales
seu inaequales, vel numerum et unitatem, vel duas unitates. Terminos inaequa-

68 Interesantno je primijetiti da je u jednom pismu L. Burattini (talijanski kon-
struktor leca gs)lsao I. Bulialdu (Boullliau) o »antiCkom teleskopu«, koji se nailazi u
Dubrovniku ([9], str. 41—42. i [10], str. 17

51 »idus febr. 1667.«.



les apello duos numeros inaequales, vel numerum et unitatem. Terminos autem
aequales duos aequales numeros, vel duas unitates.« Ista ta definicija, samo
s neSto izmijenjenim redoslijedom rijeCi, ali s istim znaCenjem nalazi se i u
Riccijevu pismu ([6], str. 198 lijevo) u kojemu moli primaoca pisma da ispita
navedene definicije (u pismu je navedena i peta definicija). Kraj pisma ukazu-
je na to da je jedan od problema na koji je naiSao Ricci terminoloske prirode
i da se u vezi s tim Ricci zeli posavjetovati s Gradiéem. Problem je, kako se iz
pisma dalje moze zakljuciti, rijeC »terminus«, jer mnogi, naglaSava Ricci,
»quantitas nominant terminos«, no o tome »de alij eorum inter nos conferamus
primo quoque tempore«. Ovaj svrSetak pisma ukazuje na to da su usmene
rasprave Riccijai Gradi¢a vjerojatno Ceste, a i na to da su o problemima iz
Riccijeva rada raspravljali i prije no $to je rad objavljen. U vezi s navedenom
problematikom iz pisma ostale su u Gradi¢evu rukopisu njegove vrlo intere-
santne primjedbe ([6], str. 191d). U primjedbama istiCe da bi zbog preopSir-
nosti trebalo izbjeci razlikovanje broja i jedinice, iako neki jedinicu ne sma-
traju brojem, ve¢ zaCetkom broja. Broj je ne samo viSe jedinica, smatra Gra-
di¢, nego i sama pojedina jedinica.60 U vezi s tom primjedbom navodi i kako
bi u tom sluCaju imale glasiti pojedine teoreme. Tako npr. u prvoj teoremi
umjesto »terminos aequales« stavlja »numeros aequales«, $to pokazuje da
Gradi¢ time daje odgovor i na pitanje postavljeno u Riccijevu pismu u vezi
s pojmom »terminus«. Dilema je li i jedinica broj ili nije bila je dugo vremena
prisutna u mnogim raspravama. Vjerojatno ju je postavio joS sam Euklid svo-
jom definicijom broja.6l No vrlo je vjerojatno da je ta dilema postojala i ra-
nije.62 Mnogi komentatori Euklida smatraju da Euklid jedinicu ne smatra
brojem, a kao dokaz tome navode da dosljedno tumacenje pojma sastavljanja
mnozine iskljucuje jedinicu.t3 lako u Euklida na to pitanje nema izravnog
odgovora, neki pronalaze indirektan, dokazujuci da je ve¢ i Euklid smatrao da
je jedinica broj.64 Prema miSljenju drugih, vrlo je vjerojatno da je Boetius
krivo interpretirao Nicomachusa, koji je jedinicu izbacio iz podrucja poligo-
nalnih brojeva. Tako se u Boetiusovoj geometriji navodi: »Primum autem
numerum id est binarum, unitas enim, ut in arithmeticis est dictum, numerum
non est, sed fons et origo numerorum..«6 Vecina srednjovjekovnih autora
slijedila je Boetiusa, i za njih jedinica nije broj.66 Boetiusovo stajaliste zastu-
pao je i na$ zadarski renesansni polihistor Federik Grisogono u svojim komen-

60 »Numerum voco non solam pluritatem unitatem sed etiam ipsam unicam uni-
tatem.«
361 »Broj je mnoZina sastavljena od jedinica« ([36], knj. 7, str. 41. i primjedba

2 | prema pita ore{'sk_om ucenju jedinica nije broj ([43], str. 18).

63 Tako npr. Dirk Struik ([35], str. 91) navodi da je termin »aritmos« oznaCavao
samo prirodan broj, tj. koli¢inu sastavljenu od jedinica, $to znaci, zaklju€uje Struik,
da se »jedan« nije Smatrao brojem.

64 Npr. Bilimovi¢ kao dokaz citira_15. stavak 7. knjige Euklidovih »Elemenata«
([36], str. 42—43. i 50—51). Za neki broj, istiCe Bilimovic, Euklid daje teoremu s do-
kazom, a za jedinicu drugu s posebnim dokazom (deveta teorema prelazi u petnaestu
ako je ai =1). Iz toga komentator Morduhaj-Bo tovskog zakljuCuje da Euklid jedi-
nicu ne smatra brojem. Medutim, istie Bilimovi¢, u 15. teoremi govori se o Cetvitom
broju a jedan od tih brojeva je jedinica te je prema tome broj, ali je Euklid smatra
narocCitim brojem, koji po njéegovu misljenju zahtijeva specijalan dokaz.

65 Citat iz ([14], vol. 11, str. 27).

6 Kao npr. al Khowairizmi (825), Psellus (1075), Savasorda (1100), Joh. Hispalensis
(1140), Rollandus ﬁ4_24, ([t14], str. 27), dok npr. Oresme (1360) jedinicu smatra pra-
vim brojem ([36], knj. 7, str. 42).



tarima Euklida: »Jedinica je, naime, u moguénosti prema mnostvu, ali ona sa-
ma jo$ se ne smatra brojem (mnostvom)« ([40], str. 83). Sli¢na je situacijai u
prvim tiskanim knjigama, kao npr. u radu L. Paciolija (1494. god.).67 Medu
prvima, krajem 16. stoljeca, S. Stevin pokuSava dokazati da je jedinica broj.
Tvrdi da je dio iste prirode kao i cijelo, te je odatle i jedinica, koja je dio
»zbira jedinicak, broj. Na to Antoine Arnauld (1612—1694) odgovara da je ar-
gument vrlo 108, jer npr. i polukruznica nije kruznica. Interesantno je da i u
nekim arapskim komentarima Euklida nalazimo miSljenje da jedinica nije
broj. Tako npr. u komentarima desete knjige Euklidovih elemenata Abua Ja-
fara al-Khazina (oko 960. god.) nalazimo da se sumjerljivi brojeva mjere bro-
jem, ali razlicitim od jedinice, zato Sto je jedinica mjereci veliCine veliCina,
dok jedinica mjereéi brojeve nije broj (L 43, str. 18). Skolske aritmetike su
uglavnom zadrzale Boetiusovo misljenje sve do kraja 18. stolje¢a ([14], vol. 11,
str. 26—29). U nekim naSim Skolama joS i poCetkom 19. stolje¢a u predavanji-
ma profesora nalazimo: »Ergo unitas non est numerus.«68

Upravo zbhog tih dilema, koje je Ricci vjerojatno znao, a i s obzirom na to
da je to u tadasSnjoj literaturi uglavnom bilo prihvaéeno, Ricci razlikuje broj
i jedinicu.69 Gradi¢ pak, traze¢i prema Riccijevoj molbi bolje rjeSenje za de-
finicije, uoCava njihovu preopS$irnost, pa u tom smislu smatra da je i jedinica
broj, a tada je nepotrebno uvoditi pojmove »terminus aequales« i »terminus
inaequales«, od kojih prvi oznacava dva jednaka broja ili dvije jedinice, a dru-
gi dva razlicita broja ili broj i jedinicu, ve¢ je dovoljno uvesti samo »numerus
aequales« i »numerus inaequales«. No Ricci nije prihvatio Gradi¢ev prijedlog,
vjerojatno drzeci se, s jedne strane, Euklida i, s druge strane, pridrzavajuci se
uobicajene terminologije.7

Izmedu Sest Riccijevih lema spomenut ¢emo trecu jer je nalazimo i u
Gradicevoj interpretaciji, a ona je zapravo samo preuredena za odredenu pri-
mjenu u sklopu Riccijeva rada treca teorema iz desete knjige Euklidovih »Ele-
menata«, odnosno ona je i analogna zadatku koji je izloZzen u VII, 2.1 U Ric-
cijevu tekstu ona glasi: »Si data recta linea secetur in ratione terminorum
inaequalium, et dividendo, fiat segmentorum differentia ad minus segmentum,
ut differentia terminorum ad minorem terminum; haec inventa proportionali-
tas vel ipsa erit proportionalitas aequalitatis, vel alia, in quam incidemus,
iterum dividendo, et sic deinceps; et in ea terminorum differentia aequabitur
minori termino, et differentia segmentorum segmento minori« ([27], str. 6—7).
Kao primjer Ricci navodi dijeljenje duzine AB toCkom C u omjeru 9:6. Naime,
ako razdjelimo, kako se trazi, neku duzinu na nejednake dijelove u omjeru
cijelih brojeva AC:CB = 9:6 i ako se primijeni operacija »dividendo«: (AC—
—CB):CB = 3:6, bududi da to nije »proportio aequalitatis«, postupak se na-

. b7 >2>8E)t essa unita no e numero: ma ben principio di ciascun numero« ([14], vol.
,» Str. 28). . . - . . .

68 Taj podatak nalazimo u_rukopisu »Institutiones Arithmeticae (I semestri),
Fratris Adjuti Kosznits, Illokini in Syrmio 1826«, koji se nalazi u franjevackom samo-
stanu u lloku (Hrv. franjevaCka provincija sv. Cinila i Metoda, Samostanski arhiv
llok, Skolstvo 111, FilozofskoteoloSka skripta, svezanj A—11, broj spisa 118).
60 Tako na str. 12. [27]: »Si loco duorum numerorum detur numerus, et unitas,
sit similis constructio...« ) ] ] o .

10 Ricci navodi ([6], str. 108): »... quando Euclides etiam in definit paSieleme-
torum, quantitas nominant terminos, ut optime nostri«. L L

MU X3 se za dee sumjerljive veli¢ine odreduje njihova najveca zajednicka

mjera, a u V112 se za dva broja koji nisu relativno prosti takoder odreduje njihova

najveca zajedni¢ka mjera.



stavlja, te se ponovnom primjenom istog postupka na isti razmjer dolazi ko-
nacno do DE:AD = 3:3, §to je »proportio aequalitatis«.’2 Tim se postupkom
uvijek na kraju dobije da je razlika »terminusa« jednaka manjem »terminu-
su«, a razlika duzina jednaka manjoj duzini. Kao dokaz da je taj postupak
uvijek konacan, Ricci navodi da je razlika dvaju brojeva ili broja i jedinice
uvijek broj ili jedinica. Postupak se ne moze nastaviti »in infinitum, jer »uni-
tas in terminis sunt finitae« (L 27, str. 7). U istoj lemi Gradi¢ ([6], str. 191d)
umjesto »terminus« uvodi samo »numerus« (ne razlikuje jedinicu i broj) i na
nekoliko primjera Obrazlaze postupak. Ta je lema vrlo vazna za dokaz treée
teoreme u Riccijevu radu. Njome se dokazuje da je produkt potencija seg-
menta duZine AB, tj. ACp ' CBq maksimalan na duzini AB ako je ona podijelje-
na tockom C tako da je AC:CB = p:q.

Ako ocjenjujemo ulogu S. Gradi¢a u odnosu na navedena pitanja, mozemo
istaknuti da je u smislu onoga S$to su Cesto isticali i Ricci i Gradi¢ nastojao
ukloniti preopSimost definicija. S tim u vezi zalagao se i da jedinica ude u
pojam broja, $to u to vrijeme jo$ nije bilo op¢enito prihvaceno.

6.2. O tangenti semikubne parabole i diskusija s francuskim matemati¢arom
i astronomom Ismaelom Boulliauom

Poslije definicija, lema i dokaza nekoliko teorema Ricci u svom radu »Geo-
metrica exercitatio« prelazi na odredivanje tangente na tzv. »viSe presjeke
stoSca«. Dokaze temelji na prethodno dokazanoj teoremi o maksimumu pro-
dukta potencija na zadanoj duZini. Osvrnut éemo se samo na udio u kojem

odreduje tangentu na tzv. »viSe parabole« oblika | jersei

Gradicevo pismo francuskom astronomu I. Boulliauu odnosi na to pitanje. lako
Ricci razmatra konkretan primjer semikubne parabole, tj. parabole gdje je
p=2iq=3([27], str. 15), moZe se uzeti da izvod vazi i opcenito.73 Iz pisma
Torricelli-Ricci moze se zakljucCiti da se Ricci tim pitanjem i samostalno bavio
veé 1645. godine. Tako u pismu od 2. travnja 1645. godine Ricci priopéava da
je odredio tangentu za parabole, ali da joS uvijek nema dovoljno sigurnosti,
a ve¢ nekoliko mjeseci kasnije dodaje da se isti postupak moze primijeniti za

elipse i parabole ([33], str. 167). Slika parabole = Jj U cc”evu

radu (str. 15) nacrtana je samo u jednom kvadrantu (samo jedna grana para-
bole,’4 a osim toga da bismo je predocili onako kako je to danas uobicajeno,
moramo je i zrcaliti oko jedne osi, a zatim i zarotirati za 90°. AB je os, a A vrh
parabole. Tangentu treba povuci zadanom tockom C. FC je tangenta, tvrdi Ricci,
ako je toCka F odredena tako da je FD:AD = 3:2 (omjer eksponenata ordinate
i apscise), odnosno FA:AD = 1:2. Dokaz da je FC tangenta zasniva se na pret-
hodno dokazanim teoremama. Naime, produkt FA! + AD2 maksimalan je na du-
Zini FD.75 Ako se izabere bilo koja toCka na osi parabole, npr. G, i povuce or-

17AC—CB = AD i CB = DC pa je AD:DC = 3:6. Iz toga nadalje: DC:AD = 6:3 i
»dividendo« (DC—AD) : AD = 3:3
72 Sliéno zatim i na Konkretnom primjeru odreduje i tangentu za tzv. »viSe hi-
perbole« ([27], str. 17—18).
Samo za Pozmvne vrijednosti apsuse
75 Maksimalan Je prema teoremi br. 3, jer je duzina FD tockom A podijeljena
tako da je FAAD =



dinata GH, ona de, alko se produzi, sje¢i tangentu FC. Produkt FAl+«AG2 na
duzini FG nece biti maksimalan jer tocka A ne dijeli duzinu FG u omjeru eks-
ponenata 1:2. Iz toga slijedi, zakljuCuje Ricci, da je FA'AD2:FD3 vece od
FA + AG2:FG3. U dokazivanju dalje primjenjuje transformacije razmjera (per-
mutando), omjer apscisa i ordinata prema definiciji zadane parabole, te rela-

Sl 2.

Cije koje izlaze iz slicnosti trokuta. Na kraju se zakljuCuje da je bez obzira na
to gdje izaberemo toCku G uvijek HG < EG, tj. toCka E je uvijek izvan dane
krivulje.76

Vec je spomenuto da je taj Riccijev rad pobudio velik interes i da je ubrzo
ponovo tiskan. O njemu piSe i S. Gradi¢ u pismu upuc¢enom |. Boulliauu. Uz
pismo datirano 13. veljaCe 1667. godine pridodan je i dodatni list ([6], str.
127—127d) s Gradi¢evim prijedlogom za jasniji dokaz tangente parabole. Iz
pisma se moze zakljuciti da je Gradi¢ s Boulliauom vec i ranije raspravljao,
a ovom prilikom izraZzava svoje zadovoljstvo i zahvalu za izrazeno povoljno
misljenje o Riccijevu radu. No ipak, primjecuje Gradi¢, mozda neki dijelovi
izlaganja priCinjaju nedovoljno vjeStom Citaocu teSkoCe Zbog »prijekog puta«
u dokazivanju. To se odnosi ha dokaz za tangentu parabole, no isto vrijedi i za
druge presjeke stoSca, U dodatnom listu istiCe da je Ricci ovo ispitivanje tan-
gente parabole izveo »directe«, a ne dedukcijom.”7 Gradi¢ smatra da bi dokaz

16 Ako prema slici uvedemo koordinate toCaka: F (—a‘ 0), A(0,0), D (a,0), C (a,h),
G (x,0), H(x,y) i E(x]), tada prema Riccijevu dokazu slijedi:

T ta)
1\ /y\, . L .
paje |—I >1—1 aiz toga konacno i j >y, ako je x 0.
-1 Radi se o »direktnoj metodi« jer se dokazuje svojstvo tangente na neku kri-

vulju ako je dokazan ekstrem, za razliku od »deductio ad absurdum, §to bi bio in-
direktan dokaz.



bio jasniji kad bi se duzina FG podijelila tockom K78 u istom omjeru kao i du-
Zina FD, tj. u omjeru 1:2, jer bi tada i FK + KG2 bio na duZini FG maksimalan.
Da bi dokaz bio lakSe razumljiv, sve potrebne relacije ispisuje u Cetiri raz-
mjera, a za svaku daje i dodatna tumacenja.’% Osnovna, polazna relacija iz koje
izvodi dokaz jest FK+ KG2 = FA ' AG2, a to slijedi iz toga Sto FA:+AG? nije
maksimum na duZini FG. Iz razmjera primjenom navedene nejednadzbe do-
kazuje da je EG = HG.80 Iz toga Gradi¢eva dokaza ocCito je da se ne razlikuje
bitno od onog u Riccijevu radu, osim $to postupnije i preglednije vodi kona-
¢nom zakljucku. Iz toga se moze zakljuciti da Gradi¢ dobro poznaje Riccijev
rad i da mu pomaze u tom radu i, s druge strane, da on o tom radu raspravlja
s 1. Boulliauom, vrlo poznatim matematiCarom tog vremena. Zanimljivo je da
se Gradi¢ brine i o uspjehu toga rada, o ocjeni i o prihvatu na koji nailazi. To
svakako joS viSe govori o prijateljskim vezama s M. A. Riccijem, ali i o tome
da je i Gradi¢ na neki nacin sudjelovao u nastanku toga rada.

7. ZAKLJUCAK

Stjepan Gradi¢ bavio se mnogim problemima. O opsegu njegova rada go-
vore mnoga brojna pisma i rukopisi, kojih se dio nalazi u Vatikanskoj biblio-
teci skupljen u tridesetak svezaka. Prvi poticaj i zanimanje za matematiku
potjeCu vjerojatno jo$ iz Dubrovnika. Naime Gradicev je prvi ucitelj 1. Tudi-
Sevi¢ (Tudisi¢) bio odlican matematicar i prijatelj M. Getaldi¢a. Medutim, tek
dolaskom na studij teologije u Rimu, kad se naSao u krugu vrsnih matemati-
Cara, koji su bili pod utjecajem Galileievih u€enika Torricellija i Castellija,
poceo se i samostalno baviti geometrijom. Na kasniji njegov rad i razvitak
bitno je utjecalo formiranje znanstvenoga kruga Svedske kraljice Kristine i
neposredni doticaji s najpoznatijim talijanskim matematiarima i fiziCarima,
kao s M. A. Riccijem, H. Fabrijem, V. Vivianijem i A. Borellijem.

Poseban je interes pokazivao za djela M. Getaldi¢a. Cijenio je Getaldi¢eve
restauracije Apolonija, smatraju¢i da one moraju biti vjerne originalu Cak i
metodoloski. UocCio je i isticao vrijednost Getaldi¢eva »De resolutione et com-
positione mathematica«. U sredini gdje se vide cijenila anticka geometrija, bio
je pored M. A Riccija jedan od rijetkih koji je isticao vrijednost Vietinih spe-
cijesa i algebarske analize. U tom se smislu uklju€io medu one koji su provo-
dili reinterpretaciju geometrijskih problema na jezik Vietine algebre. U surad-
nji s V. Vivianijem radio je na restauraciji izgubljenih radova starogrckog
geometra Aristaeusa. Suradivao je i u nastanku Riccijeva rada »Geometrica
exercitatio«, premda Ricci nije prihvatio sve njegove primjedbe, kao npr. u
vezi s definicijom jedinice kao broja. Bez obzira na to $to je njegov doprinos
matematici, kako se to moze zakljuciti, najéeS¢e samo u toku progresivnih
nastojanja, ipak treba istaknuti da je u krugu u kojem je djelovao imao zna-

18 U primjerku Riccijeva rada koji se nalazi u Vatikanskoj biblioteci (Vat. lat.
6965) na odgovarajucoj slici parabole 8str. 15) rukom je upisana tocka K.

9 Razmjeri su numerirani s 1—4; 1 FAl+AD?: FKl+KG? = FD3: FG3, 2.
FD3:FG3 = CD3: EG3,_ 3. AD!:AGl=FA+'AD?: FA'AG2, i 4. FA+ADL:FA'AGl =
= CD3: HG3 Za svaki razmjer daje se i tumacCenje. Tako se za prvi istiCe da su
duzine FD i FG tockama A i K podijeljene tako da je FA:AD — FK:KG = 1:2, itd.

80FAAD? ""FK-KG?__.. CD3 EG3

< zatim ----=--- <-e-- i kona(%no: EG > I-E;
FA AD? FA AG) CD3 HG3




Cajnu ulogu. Njegov doprinos treba promatrati i cijeniti i u odnosu na sredinu
iz koje je potekao, jer je vei dio svojih snaga usmjerio u interesu svoje Du-
brovaCke Republike.
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Zdravko Faj

STJEPAN GRADIC'S OPINIONS ON SOME QUESTIONS IN MATHEMATICS

Summary

Stjepan Gradi¢ (1613—1683), born in Dubrovnik, was an erudite with very
wide interests. He was concerned with problems in mathematics and the
author analyzes some notes from his manuscript »Quaedam meditationes Geo-
metricae diversis temporibus a me Stephano Gradio factae«, conserved in Va-
tican library, codex Vat. lat. 6921.

He cooperated with some of the most eminent Italian mathematicians.
In solving the problem of the surface of parabola he asked Torricelli for the
opinion, most probably with help of a friend. He showed a great interest for



the works of M. Getaldié, especially for the one called »De resolutione et com-
positione mathematica«. In the atmosphere where the antique geometry was
much more appreciated, Gradi¢ was one of the rare scientists who emphasized
the value of Vieta species and the algebraic analysis. He worked together with
V. Viviani on restoration of the ancient Greek geometrician Aristaeus’s works.
Stjepan Gradi¢ also contributed to Ricci's work »Geometrica exercitatio,
though Ricci did not entirely accept Gradié's remarks.

Although his contribution was mostly in acceptance of progressive ten-
dences, it has to be stressed that he played an important role in his environ-
ment. His contribution should also be observed in relation to the surroundings
where he came from, for the most of his energy and strength he addressed to
the interests of the Dubrovnik Republic.



