O vezi Lucasovih brojeva i Pascalova trokuta

Bojan Kovacic¢!

Jedan od najpoznatijih nizova u elementarnoj teoriji brojeva je niz Fibonaccijevih?
brojeva, ili krace, Fibonaccijev niz (F,),.y- Taj je niz definiran rekurzivno s
Foyn=F,+F,—1, zasvaki n>1, (1)
Fo=F =1.
Fibonaccijeve brojeve su Lucasovi® brojevi, odnosno niz Lucasovih brojeva (L,)
(krade: Lucasov niz). Taj je niz definiran rekurzivno s
Lyyy=L,+L,—;, zasvaki n>1, (2)
Ly=2, L =1.
Koriste¢i relaciju (2) ispiSimo prvih deset Lucasovih brojeva:
2,1, 3,4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, ...
Fibonaccijev i Lucasov niz o€ito imaju istu definicijsku rekurzivnu relaciju, ali se
razlikuju u pocetnim uvjetima. Zbog toga je zatvorena formula za raCunanje n-tog ¢lana
Lucasova niza malo drugadija nego poznata Binetova* formula kojom se raduna n-ti

¢lan Fibonaccijeva niza (izvod te formule moZe se naci npr. u [1]). Toc¢nije, za svaki
prirodan broj n > 1 vrijedi jednakost

_(1+V5 n+ 1-V5
) 2

Dokaz navedene jednakosti najjednostavnije se provodi matematickom indukcijom i
prepustamo ga Citatelju. Citatelji upoznati s osnovama rjeSavanja homogenih linearnih
rekurzija s konstatnim koeficijentima lako mogu izvesti jednakost (3) rjeSavajuci
rekurziju (2) uz zadane pocetne uvjete.

neN

(3)

Radi potpunosti izlaganja, podsjetimo da je osnovni Pascalov® trokut “struktura”
definirana s:

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

! Predava¢ na Tehni¢kom veleu¢ili§tu u Zagrebu, e-pota: bojan.kovacic@tvz.hr

2 Leonardo Pisano Bigollo (1170.—1250.), poznatiji kao Leonardo Fibonacci, talijanski matemati¢ar, zasluZan
za Sirenje indoarapskog zapisa brojeva u Europi

3 Frangois Edouard Anatole Lucas (1842.-1891.), francuski matematicar, poznat po izucavanju Fibonaccijevih
brojeva.

4 Jacques Philippe Marie Binet (1786.—1856.), francuski matemati&ar, fizicar i astronom, znacajan po svojim
radovima iz teorije brojeva i algebre matrica.

5 Blaise Pascal (1623.—1662.), francuski matematicar, fizi¢ar, filozof, pisac i izumitelj, jedan od najznacajnijih
matematicara svih vremena.
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Clanovi i-tog retka osnovnog Pascalova trokuta su binomni koeficijenti u binomnom
razvoju (x +y)', i to poredani uzlazno prema potencijama ¢lana y. Za svaki k € N
osnovna svojstva ¢lanova k-tog retka Pascalova trokuta su:

(S1) Prvi i posljednji ¢lan retka jednaki su 1.

(S2) i-ti ¢lan retka jednak je zbroju i-tog ¢lana (k — 1)-vog retka i (i — 1)-vog ¢lana
(k — 1)-vog retka, za svaki k > 2 izasvaki i =2,3,... k.

Svojstvo (S2) posljedica je jedne od osnovnih jednakosti binomnih koeficijenata:

n—1 n—1

(Z):( X )+<k_1>, zasve n,k>1 takvedaje n>k+1. (4)

Detaljnije o Pascalovu trokutu i svojstvima binomnih koeficijenata moZe se naci npr. u
[2].

Pokazimo najprije kako se koeficijenti u Pascalovu trokutu pojavljuju u jednakostima
koje se odnose na Lucasove brojeve. ZapiSemo li relaciju (2) u obliku

Ln+1 = l'Ln+1'Ln717 (5)

vidimo da su koeficijenti uz brojeve L, i L,_; upravo koeficijenti napisani u prvomu
retku Pascalova trokuta. Nadalje, zbrajanjem relacije

L,=L, 1+L, >, zasvaki n€eN, n>?2, (6)
i relacije (2) dobijemo

Lyyn+L,=L,+2-L,_1+ L. (7
Opet prema relaciji (2) vrijedi
Lyir =Lyt + Ly, (8)
pa relaciju (7) moZemo zapisati u obliku
Lypo=1-L,+2 Ly +1-L, . 9)

Vidimo da su koeficijenti uz brojeve L,, L,—1 1 L,—, upravo koeficijenti napisani u
drugom retku Pascalova trokuta. Da ovakva veza nije slucajna, uvjerit ¢e nas

Poucak 1. Za svaki prirodan broj k € N i za sve prirodne brojeve n € N takve da je
n = k vrijedi
k

Ly = Z(f) <Ly (10)

i=0

Dokaz. Koristit éemo jednakosti

n

(x+1)":2(z> xk (11)

k=0

3£V5 1+4V5
1£V5 2

(Jednakost (11) se dobije uvrStavanjem y = 1 u binomni poucak.) Prema jednakosti (3)

vrijedi . .
1 n—i 1_ n—i
Ln_i=< +2¢§> +< 2ﬁ> . (13)
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Stoga redom imamo:

(145" (3415 k+ 1-v5)" (3-v5\
B 2 14+5 2 1-5

w (145" (145" [1=v5)" [1-5)
- 2 ' 2 + 2 ' 2

Sto je i trebalo dokazati. [

Grubo (i neprecizno) moZemo reéi da konacna “linearna kombinacija” uzastopnih
Lucasovih brojeva (s koeficijentima iz istog retka Pascalova trokuta!) daje ponovno
Lucasov broj.

Pokazimo sada svojevrsni obrat, tj. kako Lucasove brojeve moZemo dobiti iz elemenata
Pascalova trokuta. Na temelju Pascalova trokuta formiramo beskonac¢nu realnu matricu
A = [a;] Ciji su elementi definirani s

a; = (ji l.), za svaki  (i,j) € N%. (14)
Pritom dogovorno pretpostavljamo da vrijedi jednakost:
(’Z):o zan<kilizak<0. (15)
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Tako dobivamo:

1 1.0 0 00 0O 0 0
01 21 00 0 0 0
001 331 0 0 0
000 1 4 6 4 1 0
000 0 1 5 10 10 5 -
A=10 0 0 0 0 1 6 15 20 --- |- (16)
000 000 1 7 21
000 0 0O O 1 8
000 0 00 0 0 1

Ocito, nenulelementi i-tog retka (u danom poretku) su upravo binomni koeficijenti u
binomnom razvoju (x + y)’ poredani kao u Pascalovu trokutu. Za svaki element a;
matrice A definiramo nenegativne cijele brojeve b;; s

b,;jzjg-a,jzé-(jji), zasvaki (i,j) € N°. (17)
Dobivene vrijednosti “sloZimo” u novu beskonacnu realnu matricu B
1 2 0 0 00O 0 0 O ]
01 3 2 0 0 0 0 O
0o 01 4 5 2 0 0 O
o 0 01 5 9 7 2 0
0 0 0 01 6 14 16 9 .-
B=10 000 0 1 7 20 30 - (18)
o o0 o0 o0 o0 o0 1 8 27
0o 0 0 0 0 0 0 1 9
0O 0 0 0 0 0 0 0 1

Pomocu elemenata matrice B mogu se dobiti svi Lucasovi brojevi L,, n > 1. Toc¢nije,
vrijedi

Poucak 2.
J
ZbU:Lj, ji>1 (19)
i=1
Napomena. Zbog jednakosti
bj=0, zasvei,jc N takvedajei>j, (20)

koja izravno slijedi iz jednakosti (15) i (17), poucak 2 zapravo tvrdi da je zbroj svih
elemenata u j-tom stupcu matrice B jednak j-tom ¢lanu Lucasova niza. Podsjetimo da
Lucasov niz pocinje ¢lanom Ly = 2, pa taj (i samo taj!) ¢lan nije moguce dobiti kao
zbroj svih elemenata u nekom stupcu matrice B.
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Provjerimo tvrdnju poucka 2, npr. za j = 6. Dobivamo:

6
Zbié:b16+b26+b36+b46+b56+b66:0+0+2+9+6+1: 18 = Lg. (21)

i=1

Dokaz poucka 2. Za svaki j € N neka je

= by (22)

Niz (cj),. tvore zbrojevi prvih j elemenata u j-tom stupcu matrice B. Pokazat demo
da taj niz zadovoljava jednakosti:

Ciy2 = Cjy1 +¢j, Za svaki jE N, (23)

C1:1, C2:3.

Iz (1) i (23) tada Ce izravno slijediti ¢; = L;, za svaki j € N, ¢ime ¢e poucak biti
dokazan.

Lako se provjeri da vrijede jednakosti ¢; = 1 i ¢ = 3, pa su pocetni uvjeti
zadovoljeni. Pokazimo sada da za svaki (i,j) € N* vrijedi jednakost

bit1ji2 = bij + biji1. (24)
Imamo redom:
_J i j+1 i
by =5 (L) w5 (o)
J i! +j+1 i!
i (-2 —j))! i (—i+1D)Q2i—j—1)!
ji—1) G+ D@E-1)

(= iNi—j) (—i+1)2i—j— 1)
_JUi i DD+ G+ D@ )= 1!
(—i+ 1)!(2i —j)!

G+2iE—1)! (+2)i!
(=i D)IQRi—j) -+ D2 —j)!
_jt2 (i+1)! 2 il N,
Tl (—i+ D)2 i+1 (jfi+1)_ L2

Nije teSko vidjeti da se iz jednakosti (24) formalnim zbrajanjem po varijabli i dobije:
Cit2 = Cj + Cjt+1, (25)

§to smo i zeljeli pokazati. [
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Na kraju spomenimo da se Lucasovi brojevi pojavljuju u razmatranju tzv. Pascalovih
trokuta druge vrste. Pascalov trokut druge vrste je sljedeca trokutasta shema

2

1 2

1 3 2

1 4 5 2

I 5 9 7 2

1 6 14 16 9 2

1 7 20 30 25 11 2

1 8 27 50 55 36 13 2

1 9 35 77 105 91 49 15 2

1 10 44 112 182 196 140 64 17 2

Svi elementi smjeSteni na “hipotenuzi” jednaki su 2, dok su svi elementi (osim prvog)
tri “usporednice” s “hipotenuzom”. Na prvoj su “usporednici” smjeSteni svi neparni
brojevi, na drugoj svi potpuni kvadrati prirodnih brojeva, a na trecoj tzv. kvadrati¢ni
piramidalni brojevi.® Svaki od ostalih brojeva dobiven je uobi¢ajeno, tj. svaki broj y
dobiven je kao zbroj broja x smjeStenog neposredno iznad broja y i broja z smjeStenog
neposredno lijevo od broja x.

U ovom se slucaju svi Lucasovi brojevi dobiju kao zbrojevi elemenata smjestenim na
“pravcima” “usporednim” s “visinom” povucenom na ‘“hipotenuzu”. Na prvom takvom
“pravcu” nalazi se samo broj 2, na drugom broj 1, na treem brojevi 2 i 1, na Cetvrtom
brojevi 3 i 1, na petom brojevi 2, 4, i 1 itd. Racunanjem navedenih zbrojeva dobije se
niz 2, 1, 3, 4, 7,..., tj. niz Lucasovih brojeva. Dokaz ove tvrdnje nije elementaran, pa
ga ovdje izostavljamo.
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6 Naziv se odnosi na ukupan broj medusobno jednakih sfera koje je moguce sloziti tako da oblikuju pravilnu
uspravnu cetverostranu piramidu, ali primjenjuje se i na ukupan broj razlic¢itih kvadrata sadrzanih u kvadratnoj
n X n mrezi.
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