Menelajev teorem i neke primjene i

Zoran Topi¢!

U ovom ¢lanku éemo dokazati Menelajev? teorem i pokazati neke njegove primjene.
Menelajevo najvaznije djelo je Sphaerica u kojem dokazuje i Menelajev teorem.

Teorem 1. (Menelajev teorem) U trokutu ABC dane su tocke Ay, By i C, na
pravcima BC, CA i AB. Tocke Ay, B, i C; leZe na jednom pravcu ako i samo ako
vrijedi

AC| . |BA | . |CB1| -1 (1
|C1B| |AiC| [B1A]
Dokaz. Pretpostavimo da su toc¢ke A;, B; i C; na jednom pravcu, odnosno da su

kolinearne. Dokazimo da vrijedi (1). Povucimo tockom C trokuta ABC paralelu s
pravcem AB i neka ona sijeCe pravac A;B; u tocki S.

Slika 1. Slika 2.

Primijetimo da vrijedi AA1BC; ~ AA|CS i ABCS ~ AB1AC; (K-K-K), pa je
|BA| _ |BC1| |CBy| _ |CS|
A Cl|Cs)’ |BiA|  |AC|

pa vrijedi i (1).

Neka su sada A;, B; i C; tocke za koje vrijedi (1). DokaZimo da one leze na
jednom pravcu. MoZemo pretpostaviti da tocka C; nije na stranici trokuta. Povucimo
pravac CjA; 1 neka on sijeCe pravac AC u toc¢ki B,. Prema prvom dijelu teorema
vrijedi

|ACi| |BAi| |CBy|

. =1
|C1B| |A|C| [BA]

! Profesor je matematike u Obrtnicko-industrijskoj $koli u Imotskom, e-posta: topizoran@gmail.com
2 Menelaj Aleksandrijski (70.—140.) je starogréki matematiGar koji je djelovao u Aleksandriji.
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pa je
ICBi|  |BC|

BIA]  [BA]

Dokazimo da je B; = B;.
1. slucaj, (slika 2). Tocke A; i B; su na stranicama trokuta. Vrijedi

1
|AC| = |BiA| + |BiC|, pa je |BiA| = 1—|——K|CA|. Sliéno se vidi da vrijedi

1
BA| = ——|CA]|, je B = B>.
|2|1+x||PaJ61 2
2. slucaj, (slika 1). Tocke A; B; i C; nisu na stranicama trokuta ABC. Tada je

1 1
|AC| = |BiC| — |BiA| paje |BiA| = m|CA|. Sli¢no vrijedi |B,A| = l—|CA|’ pa

—1
jeBlsz. O

Prvi teorem kojeg ¢emo dokazati primjenom Menelajeva teorema je Euklidski slucaj
poznatog Desa.rgesova3 teorema.

Teorem 2. (Desarguesov teorem) U ravnini su dani trokuti A{B1Cy i AyBrC
takvi da postoje tocke X = Ci1A1 N CA;, Y = Ai1B1NABy, Z = B1C1 N By(,,
X1 =AIANBBy, Y =BB,NCiCy i Zi =A1ANCCy. Tocke X, Y i Z su
kolinearne ako i samo ako je X1 =Y, =272, = O.

Drugim rijecima (ako dani presjeci postoje) pravci AjA;, BBy i C,C, prolaze
Jjednom tockom O ako i samo ako su tocke X, Y i Z kolinearne.

Dokaz. Pretpostavimo da pravei C;C,, AjA; i BB, prolaze kroz jednu tocku O.
Dokazimo da su to¢ke X, Y i Z kolinearne (slika 3). Primijenimo Menelajev teorem
na AOA;,B; i kolinearne tocke Ay, By i Z. Vrijedi

|OA;| ' |AxZ] ' |B1Bs| _
|A1A2| |B2Z|  |BiO|

1. )

Primijenimo Menelajev teorem na AOA,C; i kolinearne tocke Ay, C; i X. Vrijedi
|A2X| . |C2C | . |OA, | _1L 3)
|C2X] [C1O] - |A2A

Primijenimo Menelajev teorem na AOB,C; i kolinearne tocke By, C; i Y. Vrijedi
|0C| |GY] [BaBi| _ L @)
|CiCy| |B2Y|  |BiO|

1z (2), (3) i (4) vrijedi
AsZ] |BY| |CX|
|ZBy| |CoY|  |XA;

Primjenom Menelajeva teorema na tocke X, Y i Z i trokut A,B,C,, vidimo da su
tocke X, Y i Z kolinearne.

Obratno, pretpostavimo da su tocke X, Y i Z kolinearne. PokaZimo da pravci C;C,,
A1A; 1 BB, prolaze jednom tockom. Iz pretpostavki teorema je X; = B1By; NAjA;.
Pokazimo da i pravac C;C, prolazi kroz X;. Promatrajmo trokute B,B;Y i AyAX.

1.

3 Girard Desarges (1591.-1661.) je francuski matemati¢ar i jedan od osniva¢a projektivne i nacrtne geometrije.
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Pravci XY, A1B; i AyB; prolaze kroz Z, pa primjenom upravo dokazanog dijela ovog
teorema, slijedi da su tocke C;, C, i X; kolinearne. Prema tome, pravci C1C;, AjA; i
BB, se sijeku u tocki X; = O, $to je trebalo i dokazati. [

@)

svojstava je otkrio Blase Pascal* i to u dobi od 16 godina.

Teorem 3. (Pascalov Sesterokut) Sjecista parova nasuprotnih stranica Sesterokuta
upisanog u kruZnicu leZe na istom pravcu.

Prije dokaza teorema dokazimo sljedecu lemu koju ¢emo koristiti u dokazu teorema.

Lema 1. Neka je K kruznica i T tocka u ravnini. Povucimo tockom T bilo koje
pravace py i py i neka oni sijeku kruznicu K redom u tockama A i B i Ay i By (slike
41i5). Tada vrijedi

|TA| - |TB| = |TA| - |TBa|.

Dokaz. Primijetimo da vrijedi STBA; = 4TB;A, pa je ATA|B ~ ATAB; (K-K-K).
|TA| _ |TA

Prema tome vrijedi pa onda i tvrdnja leme. [J

|TB;|  |TB|

B 1
Slika 4. Slika 5.

4 Blase Pascal (1623.—1662.) je francuski matemati¢ar, fizi¢ar i filozof.
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Dokaz teorema. Nekaje L = ABNDE, M = BCNEF, N = CDNAF, X =ABNDC,
Y =FEFNDC, Z=ABNFE. Trebamo dokazati da su tocke L, M i N kolinearne
(slika 6). Dokazimo najprije teorem u slucaju kad postoje tocke X, YV i Z.

Slika 6.

Primijenimo li Menelajev teorem na AXYZ i kolinearne to¢ke B, C i M vrijedi
ZB| |XC| |YM| _
IXB| |CY| |MZz|

(5)

Primijenimo 1i Menelajev teorem na AXYZ i kolinearne to¢ke A, F i N dobivamo
[ZA] |XN| C|YF]
|XA| |NY| |FZ|

1. (6)

Primijenimo li Menelajev teorem na AXYZ i kolinearne tocke D, E i L imamo
lzL| . 1XD| . |YE| = (7)
|XL| |DY| |EZ|
1z (5), (6) i (7) dobivamo
|ZL| |XN| |YM| |DY|-|EZ|-|XA|-|FZ|-|XB|-|CY]
Ixz| " |YN| |zM| ~ |XD|-|YE|-|ZA|- |YF|- |ZB|- [XC|’

Primjenom leme 1 vrijedi

[ZL| |XN| [YM| _

IXL| |YN| |zM|
pa iz Menelajevog teorema slijedi da su to¢ke L, N i M kolinearne. Ako jedna od
tocaka X, Y i Z ne postoji neka je X; = BCNDE, Yy =DENFA i Z = FANBC.
Slicno kao u prethodnom sluc¢aju primijenimo Menelajev teorem tri puta na trokut
AX,Y1Z; i kolinearne tocke ({L, A, B}, {N, D, C} i {M, E, F}). Primjenom
leme 1 dobijemo

|ZiN| . |Y:L| . | X1 M| _

N XL [z
pa iz Menelajeva teorema slijedi da su tocke L, N i M kolinearne. [
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Sljedeci teorem je otkrio starogréki matematicar Pappus®, i mnogo kasnije postao je
bitan u izgradnji projektivne geometrije.

Teorem 4. (Pappusov teorem) Neka su py i p» dva pravca u ravnini, te neka su
tocke Ay, A3 i As na pi, a tocke As, A¢ i Ay na pr. Tocke K = A1A; N A4As,
L =As5A¢ NA3Ay i M = A1Ag N A4A3 su kolinearne (slika 7).

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da su pravci paralelni.
Naime, ako se oni sijeku onda na pravcu koji je okomit (u tocki presjeka) na ravninu
odredenu pravcima uzmemo bilo koju toc¢ku i iz nje projiciramo te pravce na ravninu
koja je paralelna tom pravcu. Tocka presjeka se zbog paralelnosi okomice i ravnine (na
koju se projicira) ne projicira na tu ravninu pa su projicirani pravci paralelni.

P

Slika 7. Slika 8.

Pri projiciranju se ¢uva incidencija i kolinearne tocke se preslikavaju u kolinearne pa
je tvrdnju dovoljno dokazati za paralelne pravce. DokaZimo tvrdnju za paralelne pravce
p1 1 p2. Neka je N =A A, NAsAg. Tockom N povucimo paralelu s danim pravcima i
ozna¢imo s K; i L; sjeciSta te paralele s pravcima AsAs i AxAsz (slika 8).

Primijetimo da u ovim uvjetima vrijedi
|A1N]| _ |A1A4;]
|AsN|  |AsAq|’

AAIMA; ~ AAgMAs, AAsLAg ~ ALILN, AAKAs ~ ANKKy, AAAA; ~
ANAZL] 5 AA4A6A5 ~ AK]NAj, AAZAGN ~ AA]AjN (K—K—K) pa imamo

|AiM| |LAe| INK| _ |AiAs| |AxA¢| [NKi| _ |AiAs| [NKi| |A2Aql
[MA|  [LN| |AiK|  [AsAe| [LiN|  [AsAi]  |LiN| AsAe]  |AsAi
_ AiAa| NAs|[AAq| _ |AWN][NAs| AN _

|A2N| [AsAe|  [AsAi|  |AoN| |AsN| [NA{|

Primijenimo sada Menelajev teorem na AAjAgN i tocke K, L i M pa slijedi da su
te toCke kolinearne.

PokaZimo jo§ neke rezultate koji se mogu dokazati pomoéu Menelajeva teorema.

Primjer 1. (Simsonov teorem) Zadan je trokut ABC i tocka P u ravnini. Neka su
X, Y i Z nozista okomica iz tocke P na pravce BC, CA i AB. Tocke X, Y i Z su
kolinearne ako i samo ako je tocka P na tom trokutu opisanoj kruZznici.

5 Papus (290.—350.), jedan od posljednjih velikih starogrékih matemati¢ara, djelovao je u Aleksandriji.
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Dokaz. DokaZimo, ako je P na opisanoj kruZznici trokuta ABC onda su tocke
X, Y i Z kolinearne (slika 10). Buduéi da je cetverokut PCBA tetivni vrijedi

BX| |PX
JPAY = YPBX pa je APXB ~ APYA (K-K-K), i vrijedi IBX| _ IPX] ", istog

|[YA| — |PY|

AZ PZ
razloga je SPAZ = 4PCX pa je APZA ~ APXC (K-K-K), pa vrijedi % = %
|ICY|  |PY|

|zB| — |Pz|’
primjenjujuc¢i Menelajev teorem na trokut ABC i toc¢ke X, Y i Z vidimo da tocke X,
Y i Z leZe na jednom pravcu.

Obrnuto, neka su tocke X, Y i Z kolinearne. DokaZimo da je tocka P na opisanoj
kruznici trokuta (slika 9). Vrijedi JAYZ = JXYC. Cetverokuti PYZA i PCXY su
tetivni pa je JAYZ = JAPZ i 4CYX = 4CPX. Dalje je i Cetverokut PXZB tetivni, pa
je kut IXPZ=mn—f i <CPA = — B, a to povlaci da je Cetverokut APBC tetivni,
pa mu se moZe opisati kruznica. [

Sliéno se vidi APZB ~ APYC pa je Mnozec¢i ove tri jednakosti i

Slika 9. Slika 10.

Pravac kroz tocke X, Y i Z zove se Simsonov pravac trokuta ABC pridruZen tocki
P opisane kruZnice trokuta.

Sljedeci zadatak se pojavio na natjecanju ucenika srednjih $kola.

Primjer 2. Na dijagonalama AC i CE pravilnog Sesterokuta ABCDEF izabrane su
|AM| |CN|

= = A. Ako se zna da su tocke B,
IAC| ~ |CE| “ !

unutra$nje tocke M i N, takve da je

M i N na istom pravcu, odrediti A .
(23. IMO 1982., Madarska, vidi [2])
Dokaz.

Neka je P = BENAC. Primijenimo Menelajev teorem
na trokut CPE i kolinearne tocke B, M i N (slika 11).

Vrijedi,
|CM| |PB| |EN| _
[MP| " |BE| |NC|
Racunajudi faktore u (8) dobijemo
|CM| 1-4 2-24
MpP| — , 1 24-—1

Slika 11. A5
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|PB| 1

BE| 3 1o
IEN| 1-A
wol = A (11)

Uvrstimo (9), (10) i (11) u (8) dobijemo
2—-2A l 1—A
2L —1 4 A

=1,
3
pajekzg. O

Primjenom Menelajeva teorema mogu se rijeSiti i sljedeéi zadaci koje prepustamo
Citatelju.

Zadatak 1. Dokazati da tangente povucene u vrhovima trokuta na njemu opisanu
kruznicu sijeku nasuprotne stranice trokuta u tri kolinearne tocke.

Zadatak 2. (Ptolemejev teorem) Za Cetiri tocke A, B, C i D u ravnini vrijedi
|AB| - |CD| + |BC| - |AD| > |CA| - |BD|.
Jednakost vrijedi ako i samo ako su A, B, C i D uzastopne tocke na nekoj kruZnici ili
pravcu. (Koristite Simsonov teorem.)

Zadatak 3. (Cevin teorem) Neka su tocke A;, B; i C; na stranicama BC, CA i AB
trokuta ABC. Pravci AA;, BB, i CC prolaze jednom tockom ako i samo ako vrijedi

|ACi| |BAi| |CB| 1
|C1B] |AiC| |BiA] '
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