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ﬁ ZADACI I RIESENUA
£

Redakcija, iz tehnickih razloga, daje ovo
upozorenje:

Krajnji rok za primanje rjeSenja iz ovog
broja je 31. prosinca 2013. RjeSenja (i imena
rjeSavatelja) bit ¢e objavljena u br. 3/255.

Ujedno molimo da pripazite na upute rjesa-
vateljima koje su na str. 72.

A) Zadaci iz matematike

3375. Racionaliziraj razlomak

B R
1+5V2+7V4
3376. U skupu realnih brojeva rijesi
jednadZbu

\/xl -1 +2\/x2—4+...+n\/xn—n2
1
= z(xl +x2 4.+ ).
3377. Rijesi diofantsku jednadzbu
Sx+7y=28.
3378. Rijesi logaritamsku jednadzbu
4lognx _ 3 4 ylogwd _

3379. Dokazi da za svake realne brojeve x,
v, z vrijedi nejednakost
2 2 2 2 2 2

Y —Xx 7=y X' =z
>0
22 +1 0 2241 22241~
3380. Neka je ag,ay,...,an, ... aritmeticki

niz. DokaZi da za svaki n vrijedi jednakost

2 2
ana — (aya
R Sy ”*‘)4‘1 (@140)”

gdje je d razlika niza.
_ 3381. Tocke E i F su poloviSta stranica
CD i AD kvadrata ABCD. Pravci BE i CF
sijeku se u to¢ki P. DokaZi da je |AP| = |AB|.
3382. Na stranicama BC i CD kvadrata
ABCD dane su redom to¢ke X i Y tako da
je |XY| =3, |AX]| =4, |AY| = 5. Odredi
duljinu stranice kvadrata.
3383. Dan je pravokutan trokut ABC s
pravim kutom u vrhu A. S vanjske strane
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kateta konstruirani su kvadrati AEDB i ACFG.
Pravci CD i BF sijeku stranice AB i AC
redom u tockama P 1 Q. Dokazi da je
[AP| = |AQ.
3384. Rijesi sustav jednadzbi
2sinx 4+ 3cosy =3
3siny + 2cosx = 4.

3385. Na koliko se nac¢ina u skupu
{n:1 < n < 100} mogu izabrati tri broja
¢iji je zbroj djeljiv s 3.

3386. Duljina brida tetraedra ABCD je a.
Na bridu AD dana je tocka M takva da je
|AM| : |IMD| = 3 : 1. Odredi povr§inu presjeka
tetraedra ravninom koja prolazi to¢kom M i
okomita je na brid AD.

3387. Na stranici AB kvadrata ABCD
dane su toCke E i H, tim redom. Zatim su
konstruirani kvadrati AEFG, EHIJ i HBKL
sa srediStima S, Q i R. Ako je P srediste
kvadrata ABCD, dokazi da je PQ L RS i
|PQ| = |RS].

B) Zadaci iz fizike

OS - 362. Ucenik je u metalnu posudu
ulio 5 cm® 70-postotnog alkohola i zapalivsi
ga zagrijao 2 decilitra vode u vatrostalnoj ¢asi
zanemarive mase. Voda se ugrijala od 20°C
na 28 °C. Izgaranjem jednog grama alkohola
oslobodi se 30 kJ topline. Gustoc¢a alkohola je
800 kg/m’, a vode 1000 kg/m’. Kolika
je korisnost ovakve “grijalice”? Specifi¢ni
toplinski kapacitet vode je 4200 J/kg °C.

OS - 363. Bronca je legura bakra i kositra,
ali moZe sadrZavati i druge metale. Tvrda je od
bakra i otpornija na koroziju pa je zahvaljujuci
tome poznati kip Apoksiomena, otkriven 1998.
godine, “prezivio” boravak pod morem koji je
trajao vise od 2000 godina. Masa Apoksiomena
je oko 300 kilograma. Pretpostavimo da bronca
od koje je napravljen sadrzi 90 posto bakra
i 10 posto kositra. Zamislimo da su bakar i
kositar od kojih se pravila bronca za izradu
kipa bili u obliku kocke. Koliki bi bili bridovi
tih kocki? Gustoc¢a bakra je 8920 kg/m3, a
gustoda kositra 7280 kg/ m>.

OS - 364. Na jednoj strani nepomi&ne
koloture je drveni kvadar dimenzija 10 cm x

T



25 cm x 4 cm koji klize po stolu, a na
drugoj uteg mase 200 grama koji pada stalnom
brzinom. Koliki je faktor trenja izmedu kvadra
i stola? Gustoca drva je 800 kg/m3.

0S - 365. Izratunaj pad napona na svakom
od tri serijski spojena otpornika kojima su
otpori 10 €, 20 Q i 30 Q kad su oni spojeni
na izvor napona 15 volti.

1539. Dva jednaka otpornika nepoznatog
otpora R spojena su s treéim R3 = 10 Q u
strujni krug na slici. Odredi R ako kroz R3
teCe struja 0.2 A. Kolika maksimalna struja
moze teéi kroz R3 u ovisnosti od R?

R

U=12V + R R,=10Q

1540. Element tehnecij nema niti jedan
stabilan izotop. Najdulje zivudi, TTc ima
vrijeme poluraspada 4.21 milijun godina.
Odredi aktivnost (u raspadima u sekundi =
Bq) jednog miligrama tog izotopa.

1541. U volumenu 2 litre nalazi se mjeSa-
vina 2 grama kisika i 1 grama helija. Srednja
brzina atoma helija veéa je za 787 m/s
od srednje brzine molekula kisika. Odredi
temperaturu i tlak mjeSavine.

1542. Kuglica mase m; = 0.4 kg brzinom
vi = 1.2 m/s udara u jedan kraj Stapa mase
my = 2 kg duljine [ = 80 cm koji je ucvrscen
u teZiStu tako da moZe slobodno rotirati. Sudar
je idealno elasti¢an. Odredi kutnu brzinu Stapa
i brzinu kuglice nakon sudara.
V1

-~ O

n

L, m,

1543. Pri mjerenju temperature i vlage,
izmjereno je T = 15°C i relativna vlaZnost
60%. Odredi tlak vodene pare i temperaturu

50

rosi§ta. Povezanost tlaka zasicene vodene pare
(100% relativne vlaZnosti) i temperature dana
je izrazom (Antoineova jednadzba)

p = 10A=B/(C+T)

gdje je p tlak u Pascalima, T je temperatura
u Celzijevim stupnjevima, a konstante A, B i
C iznose

A =10.1932, B =1730.63, C = 233.426.
1544. Mikroskop uvecdava sliku 150 puta,
uz objektiv jacine +150 dpt i okular ZariSne
daljine 4 cm. Odredi udaljenost objektiva i

okulara (duljinu tubusa). Za daljinu jasnog
vida oka uzimamo 25 cm.

1545. Odredi ubrzanje sile teZe na Jupite-
rovom ekvatoru i na polovima. Koristi sljedece
podatke: masa Jupitera iznosi 1.8986-10%7 kg,
radijus na ekvatoru 71492 km, radijus prema
polu 66 854 km, period rotacije 9.925 sati.

C) Rjesenja iz matematike

3351. Nadi sve parove (x,y) pozitivnih
cijelih brojeva koji zadovoljavaju jednadZbu

- y3 =T721.
RjeSenje. Faktorizacijom dobivamo
=y = =y 4y,
721 =1-721 =7-103.
Imamo dvije moguénosti.
1° x—y=1, 2 +xy+y> =721:

y=x—1

2 2

X 4+xx—1)+x—-1)7"=721
¥ —x—240=0, x>0

x =16, y=15.

2° x—y=7, ¥ +xy+y* =103:
y=x-—17
xx =7+ (x—7)% =103
X —Tx—18=0, x>0

x=09, y=2.

TraZeni uredeni parovi su (16, 15), (9,2).

Petar Orli¢ (1),
XV. gimnazija, Zagreb
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3352. DokaZi da za svake pozitivne realne
brojeve a, b, c, d vrijedi nejednakost
1 1 1 1

a+b+c + a+b+d + a+c+d + b+c+d
16

>
“3a+b+c+d)

RjeSenje. Koristit ¢emo nejednakost izmedu
aritmeticke i harmonijske sredine:

1 1 1 1
—_— 44— b dy) > 16,
(a1+b1+61+d1)(al+ er+d)

ay, by, c1, dy > 0.

Za ay = a+b+c, by = a+b+d, ¢y = a+c+d,
dy =b+c+d. Dakle

1 1 1 1
<a+b+c + a+b+d + a+c+d + b+c+d>
‘Bla+b+c+4d) > 16,

odakle se dobiva dana nejednakost.

Matea Prenc (4),
Gimnazija Pula, Pula

3353. Ako je n > 4 sloZen prirodan broj
dokaZi da ne postoji permutacija ay,ay, ..., an
brojeva 1,2, ... n takva da brojevi

ay, aiaz, ..., ayjay ...dn

daju sve moguce ostatke pri dijeljenju s n. Da
li to vrijedi za n =47

RjeSenje. Pretpostavimo da za neki n > 4
postoji traZzena permutacija. Tada je samo jedan
od brojeva a;, ajaz,...,ajay...an djeljiv s
n. Jasno je da je posljednji broj |n!| takav.
Zatoje an=niajay...ay—1 = (n—1). Za
slozeni broj n > 4 broj (n— 1)! je djeljiv s
n, $to je u suprotnosti s pretpostavkom. Zato
za n > 4 takva permutacija ne postoji. Za
n = 4 takvi brojevi postoje: 1, 1-3, 1-3-2,
1-3-2-4 daju redom pri diobi s 4 ostatke 1,
3,2,0.

Petar Orli¢ (1), Zagreb

3354. Odredi sve cijele brojeve x za koje
je logy(x* — 4x — 1) takoder cijeli broj.

Rjesenje. 1zraz logz(x274xf 1) je definiran
za x € [(—00,2—/5) U(2++/5,+00) |NZ.
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Neka je n cijeli broj za koji postoji x € Z
takav da je
logz(x2 —4x—-1)=n
Tada je
¥ —dx— (142" =0, ()
odakle dobivamo
xX] =2+V5+2", Xy =2—V542"
Kako je x € Z, postoji k € Z takav da je
542" = k». Dakle, dovoljno je odrediti one n
za koje je 5-+2" potpun kvadrat. Promatrajmo
nekoliko slucajeva.
a) Ako je n < 0, tada je 2" = k* — 5, t.
1 =27"(k* = 5). Broj 27"(k* — 5) je paran
pa ne moZe vrijediti jednakost.
b) Za n =0, k> =6, tj. 5+2" nije potpun
kvadrat.
¢) Za n >0 je 5+ 2" neparan pa je
k=2m —1 za neko k € Z. Nakon sredivanja
dobivamo

mm—1)=2""241. 2)

Zan=1, 2" 2 +1 nije cijeli broj.
Zan>2, 2" 241 je neparan broj, a m(m—1)
je paran pa nema rjesenja.
Zan=2je5+2"=9=3%

U (1) je X —4x—5=0 ¢ija rjeSenja su
x;1 =5, x = —1. Sada se lako vidi da je
log, (x> — 4x — 1) cijeli broj i u oba slucaja je
jednak 2.

Petar Orli¢ (1), Zagreb

3355. Trokut ABC je pravokutan s pravim
kutom u vrhu C. S njegove vanjske strane
konstruirani su jednakostranic¢ni trokuti ADB i
AEC. PokaZi da je

P(ACD) = P(AEC) + 1 P(ABC).

Rjesenje. Neka je F poloviSte hipotenuze
AB. Povucimo duzine EF, CF, EB. DuZina
EF sije¢e stranicu AC u totki G. Kako
je IBAD = JCAE = 60°, JCAD = JBAE.
Nadalje AACD i AAEB su sukladni pa imaju
jednake povrsine tj.

P(ACD) = P(AEB).
Kako je AABC pravokutan i F' je poloviste
hipotenuze AB, vrijedi |CF| = |AF|. Trokuti



ECF i EAF su sukladni (tri jednake stranice).
Zato je JCEF = JAEF pa su trokuti GEC
i GEA sukladni. Dakle, YCGE = JAGE =
90°. Dakle, EF 1 AC i EF||BC.

D
Zatim, P(AEB) = P(AEF) + P(FEB) =
P(AEF) 4+ P(FEC) (jer je EF||BC) pa je
P(AEB) = P(AFCE) = P(AEC) + P(ACF) =
P(AEC) + %P(ABC). Kako je P(ACD) =
P(AEB) imamo P(ACD) = P(AEC) +
1
EP(ABC)
Ur.

_3356. Tocke P i Q su na stranicama AB i
CD C(etverokuta ABCD tako da vrijedi

|AP| - |PB| = |CQ| - |QDI.

PokaZi da je zbroj povrsina trokuta QAB i
PCD jednak povrsini Cetverokuta ABCD.

RjeSenje. Spojimo A i C, te P i Q.

. |AP| |CQO| a .
Stavimo —— = —— = —. Tada je
pB| ~lop| ~ b !
Papg a . a+b
£ = tj. P = Puapo.
PQAB atb i) QAB a APQ
C B

Sli¢no je
PCPQ a . a -+ b
= tj. P = Pcpo.-
Pren atb’ ) PCD a CcPQ

Zbrajanjem dobivamo

a+b
Poap + Ppcp = T(PAPQ + Pcpg)-
S druge strane,
Paco a . a—+
e ti. Pacp=
PACD a—+ b ’ J ACD a
Takoder je

b
PACQ'

a+b

Papc = Pacp-

Sada je

Pacp + Papc = #(PACQ + Pacp)-
Dakle,
Poag + Ppcp = Pacp + Papc = Papep-
Ur.

3357. Ako za kutove o i B vrijedi
tgzatgzﬁ =1 +tg2a+tg2ﬁ
dokazi da je sinosinf = :l:?.
RjeSenje. 1z dane jednakosti dobivamo
2
2 tgma+1 1
tg" = =
&P tg? o — 1
_ 1
cos2a’
Ovo je ekvivalentno sa
sin® B _ 1
1 —sin2f~ 2sin2a—1"
Odavde je

" sin2 a0 — cos2 o

V2

sinosin = :I:T.

Ur.

2sin’ Ocsinzﬁ =1 t.

3358. Neka je n cijeli broj koji nije djeljiv
niti s 2 niti s 3. DokaZi da 24|n2 + 47.
Rjesenje. Imamo
n 44T =0 —1+48=(n—1)(n+1)+48.
Sada slijedi
1° 2 =n = n je neparan broj pa je
(n — 1)(n+ 1) produkt dva uzastopna parna
broja pa je djeljivs 2-4 =8.
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2° 3f =n = (n—1)(n+1) je produkt
dvaju cijelih brojeva od kojih je jedan djeljiv s
3, paje (n—1)(n+ 1) djeljivo s 3.

Dakle, (n—1)(n+1) je djeljivs 8-3 = 24,
tj. 24| (n—1)(n+1) +2-24 = n? +47.

Halil Lacevié (9),
oS “éengié Vila I”, Sarajevo, BiH

3359. Od sedam mladica i Cetiri djevojke
Zelimo napraviti Sesteroclanu ekipu za odbojku,
ali tako da u njoj bude barem jedna djevojka.
Na koliko nacina se to moZe napraviti?

RjeSenje. Podijelimo sve mogucénosti u Cetiri
grupe Si, S», S3, S4 tako da u grupi Si,
i=1, 2, 3, 4 bude tocno i djevojaka. Tih i
djevojaka se moze izabrati na nacina, a
preostalih 6 —i ¢lanova ekipe moZe se izabrati

na (6 7_ i> nac¢ina. Dakle imamo

- ()00

pa je ukupan broj razli¢itih moguénosti
n =S|+ |S2| + 83| + [S4]

~(06)G)()
<)) () )

=4-214+6-35+4-35+1-21 =455.
Petar Orli¢ (1), Zagreb

3360. DokaZi da za pozitivne realne brojeve
a, b, c vrijedi nejednakost

L+l L+l L+l > 1
b+c 2 cta 2 a+b 2) =7

Prvo rjesenje. NapiSimo danu nejednakost

u obliku
2a 1 2b L1 2c 1) >
b+c a+c a+b
Stavimo
xﬁa—ﬁ—b _a+c _b+c
T2 YT T T
tj.
a=x+y—z, b=x+z—-y, c=y+z—=x
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Sada dobivamo
xX+y ) X+2z ) y+z > 8.
z y X
Primjenom A-G nejednakosti slijedi
X+y x+z y+z

z y X
2xy 23/xz 2\/yz
> . S m == 8.
z

Time je dokazana dana nejednakost.
Petar Orli¢ (1), Zagreb

Drugo rjesSenje. 1z nejednakosti izmedu
aritmeticke i geometrijske sredine imamo

a  I\( b 1\ e 1
b+c 2 c+a 2 a+b 2

(a+b)+(a+c) (b+c)+(b+a) (c+a)+ (c+b)

2(b+c) 2(c+a) 2(a+b)
N 2\/(a+b)(a+c)2+/(b+c) (b+a)-2+/[c+a)(c+b)
- 8(b+c)(c+a)(a+b)

=1.
Jednakost vrijedi ako i samo ako je a = b = c.
Halil Lacevi¢ (9), Sarajevo, BiH

3361. Koliko je x+7y ako su x i y od nule
razli¢ita rjeSenja sustava jednadibi
y2x =15¢% + 17xy + 15y27
x2y =202 + 3y2.
Rjesenje. 1z druge jednadzbe je

2o 3y
y—20’

a iz prve imamo
x(y2 —17y) = 15x% + 15y°
3y? 2
=15 ——+15
y—10 + by
457 +15)° —300y°
N y—20
y—17
y—20
Kako y = 17 nije rjeSenje (slijedi iz
druge jednadzbe 175 = 20x% + 3 - 172, 4j.

0=3x"+3-17* sto je kontradikcija), odavde
slijedi
- 17
—17) =15 - 2
xy(y —17) = 15y =



1
fo Y /2
y—20

» 225y
- (y—20)?
32 2057
y—=20  (y—20)
y—20=175
y=295
paje x = 9155;9250 =19.

Konacno je x +y =95+ 19 = 114.
Petar Orli¢ (1), Zagreb

3362. Neka je a duljina stranice baze
pravilne uspravne Cetverostrane prizme. Kroz
dijagonalu donje baze i nasuprotni vrh gornje
baze prolazi ravnina koja sijece dvije bocne
strane prizme po pravcima koji zatvaraju kut
¢. Koliki je volumen prizme?

RjeSenje. Stavimo |CD| = a, ¥BC|D = ¢.
2
oD| = “\Z—f

Tada je |BD| = av/2,

Iz AC|CD je:

|CCy] |C\D|? —|CD|?

_a
=9
sin
_a Cos @
= >
sin

V = Pypcp - |CCy|

2 a cos @

Ur.

D) Rje§en]'a iz fizike }

0S -354. Poluga, s osloncem u sredini, ima
duljinu osamdeset centimetara. UravnoteZena
Jje pomocu Sest jednakih prstena i jedne kocke.
Na lijevoj strani, deset centimetara od kraja
poluge, ima objeSena Cetiri prstena, a na
desnoj dva prstena i jednu kocku. Kocka je od
oslonca udaljena deset centimetara, a prsteni
dvadeset. Koliko je puta veca masa kocke od
mase jednog prstena?

Rjesenje.
[ =80 cm
kgp = 30 cm
ky =10 cm
kop =20 cm
Tk 9
mp

4mp - 30 = my - 10 4 2myp - 20
120mp = 10my + 40myp
120mp — 40mp = 10my
80mp = 10my
my = 8mp.
Masa kocke je 8 puta veéa od mase prstena.

Lovro Racki (8),
OS Hovrvati, Zagreb

OS - 355. Svi otpornici na slici imaju
Jjednak otpor. Kad je prekida¢ otvoren amper-
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metar pokazuje struju od 0.9 ampera. Koliko
Ce pokazivati kad se prekidac zatvori?

——O

Rjesenje.
I1=09 A
L =?
Ry = 2R jer su otpornici spojeni serijski, a

kroz treéi ne prolazi struja.
Kad zatvorimo prekida¢ dobit ¢emo para-

lelni spoj dva otpornika kojem je otpor 52
ukupni otpor R;, tada iznosi:

R 3R
Ry =R - = —
2 +2 )
U =U,
L -Ri=0L Ry
3R

09 A-2R=1- =

L=12A.

Ampermetar ¢e pokazivati struju jakosti I, =
1.2 A.

Lovro Racki (8), Zagreb

OS - 356. Autobusi dva razliita prijevoz-
nika polaze iz Zagreba u Rijeku u razmaku od
pola sata. Prvi je vozio prosjecnom brzinom
od 65 km/h. Kolika je bila prosjecna brzina
drugog autobusa ako je u Rijeku stigao isto-
vremeno s prvim? Udaljenost od Zagreba do
Rijeke iznosi oko 184 kilometra.

Rjesenje.

th =1t —05h

v = 65 km/h

s =184 km

vy =?
n:%:%:zsm
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th=1;—05h=28h—-05h=233h
’ 1_184km
2 T 233h

= =79 km/h.
15}

Drugi autobus je vozio prosje¢nom brzinom
vp =79 km/h.
Sanjin Juri¢ Fot (8),
OS Horvati, Zagreb

OS - 357. Bazen Jje dugacak 30 i Sirok
20 metara. Napunjen je vodom do visine 2 me-
tra. Ako se u vodu stavi jedan gram soli koliko
ée molekula te soli biti u jednom kubnom
milimetru vode kad se sol otopi i jednoliko
rasporedi? Masa jedne molekule soli iznosi
9.7-1072° kg.

Rjesenje.
a=30m
b=20m
c=2m
m=1g

m; =9.7-10"2° kg

n/mm3 =?
V=a-b-¢c=30m-20m-2 m
=1200 m® =12-10° m®
=12-10"” mm®
_m _ lg
mp 9.7-1072B g
22
;l_/ - 1.21.«01:"0.1210mm3 =8.58-10" mm ™’

U svakom bi kubnom milimetru bilo 8.58
milijardi molekula.

Sanjin Juri¢ Fot (8), Zagreb

- 1.03 - 10%

1525. Oko planeta prosjecne gustoce
4500 kg / m kruZi satelit na visini 350 km, tako
da mu je ophodno vrijeme 100 minuta. Odredi
radijus planeta i brzinu kruZenja satelita.

RjeSenje. Uvjet kruZenja izjednacava centri-
petalnu i gravitacijsku silu:

2

mgv mshp
F= =G-

R+h (R+ h)?

43
2 mp p-3R'm
=G =G -

Y R+h R+h



Uvrstimo 1i izraz za brzinu kao opseg putanje
podijeljen s periodom,
b 2(R+h)m
==
dobijemo
(R+h)® _ GprT?

R} 3m
Kako je desna strana zadana ophodnim
vremenom 1 gustoom, umjesto rjeSavanja
kubne jednadzbe izvadimo kubni korijen na
obje strane. Uz G = 6.67 - 107" Nm kgfz,
p = 4500 kg/m®, T = 100 min = 6000 s

imamo:
2
RTth _3 % — V11465 — 1.0466,

a odatle je R = 7500 km. Brzina kruZenja je
tada

v = w = 8.22 km/s.

Ivan Korotaj (4),
Elektrostrojarska Skola, VaraZdin

1526. Uz povrsinu nabijene metalne kugle
elektricno polje iznosi 500 V/m, a na uda-
ljenosti 15 cm od povrSine 280 V/m. Odredi
radijus i naboj kugle.

Rjesenje. Primijenimo Coulombov zakon na
udaljenosti R i R + x od sredi$ta kugle. R je
radijus kugle, a x =15 cm = 0.15 m. Imamo

0
El:kﬁ
0o
E,=k ——.
2T R+

Dijeljenjem jednadzbi dobivamo:
Ei  R*+42Rx+x°
E, R? ‘
Odatle je

<ﬂ71>R272Rx7x2:0,

500 2 2
— —1|R"—-03-R—-0.15 =0.
(280 )
Rjesenje kvadratne jednadzbe je R = 0.446 m

(drugo je negativno). Odatle je ukupni naboj
kugle

Ivan Korotaj (4), VaraZdin
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1527. Minimalni kut devijacije snopa svje-
tlosti za prizmu od stakla indeksa loma 1.5
iznosi 10°. Koliki je kut prizme? Koliki je kut
devijacije ako snop upada okomito na prizmu?

RjeSenje. Kut prizme dobije se iz jednadZbe

n-sin & = sin dmin &
2 2
Odatle je (adicijska formula za sinus)

6min

5 . sin
min
n = cos T +

t o

£2

Slijedi o = 19.63°. Ako snop upada okomito
na prvu plohu prizme, tu se ne lomi, pa
na drugu plohu dolazi pod kutom o« iz
stakla. Tada je sinus lomljenog kuta jednak
sin(8 +a) = nsin o, pa je odatle § = 10.63°.

Ivan Korotaj (4), VaraZdin

1528. Dvije spektralne linije vodika imaju u
vakuumu valne duljine 1874.6 nm i 1943.9 nm.
Kojim prijelazima (glavnim kvantnim brojevima
n) odgovaraju te linije?

Rjesenje. Energije prijelaza u vodikovom
atomu odredene su izrazom
1 1
E(n,m) =13.6 eV - (n_z — W) ,
L he ..
Gdje je E = hv = T Za n > 5 energija
je premala za svaki m > 4, pa dcemo
prvo razmotriti n = 4, zatim n = 3,...Za
odabrani m dobivamo (1 eV = 1.6- 107" J,
he = 1.986446 - 1072).

n| m E A (nm)
4 |1 5 | 030600 | 4057.3

4 6 0.47222 2629.1

4 7 0.57245 2168.8

4 | 8 | 0.63750 | 1947.5

4|

3 4 0.66111 1877.9

31 5 | 096711 1283.8

Lako se uocava da su odabiri (n,m) = (4,8) i
(3,4) vrlo blizu zadanih valnih duljina, razlika
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uglavnom potjece od zaokruZivanja Rydbergove
konstante (13.6 eV).

Ivan Korotaj (4), VaraZdin

1529. Niz kosinu kuta o kolica ubrzavaju
akceleracijom a. Koeficijent trenja kolica i ko-
sine je 1 = 0.2. Ako nagib kosine poveéamo za
10°, akceleracija ée porasti za 40%. Odredi
oia.

RjeSenje. Akceleracija za kut o iznosi:
Fy — Fir
m

a= = gsino — Ugcos .

Za 10° vedi nagib kosine vrijedi
1.4a = gsin(a + 10°) — pgcos(o + 10°).

Dijeljenjem s prvom jednadZbom i koriStenjem
adicijskih formula dobivamo:

1.4sino — 1.4 cos o
= sin o - cos 10° + cos ¢ - sin 10°
— pcos o - cos 10° 4w sin ¢ - sin 10°.
Dijeljenje s coso daje izraz iz kojeg se
direktno izracuna tgo:
o = 1.4u + sin 10° — pcos 10° .
1.4 — cos 10° — u sin 10°

Odatle je o = 34°, a onda iz prve jednadZbe
slijedi a = 3.86 m/s”.

Ivan Korotaj (4), VaraZdin

1530. Bikonveksna lec¢a nacinjena od stakla
indeksa loma 1.5 ima dva dioptra jednakih radi-
Jjusa zakrivljenosti R| = Ry = 40 cm. Debljina
lece duZ opticke osi iznosi 3 cm. Odredi Zarisnu
daljinu pomocu jednadZbe tanke lece i pomocu
izraza za lecu debljine d:

1 1 1 (n—1d
f_(n_1)<R_1+R_2_ nR1R; )

Izrazi  pogreSku izraza za tanku lecu u

postocima.

RjeSenje. Jednadzba tanke lece daje ZariSnu

daljinu:
1 1 1
700 (7 5)

f' =40 cm. Koristeéi zadani izraz za leéu
debljine d dobijemo f = 40.506 cm. Razlika
podijeljena s drugim iznosom je relativna
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pogreska:
I
5f rel = lf ! |

=0.0125 = 1.25%.
!

Ivan Korotaj (4), VaraZdin

1531. Vodik i ugljik imaju po dva stabilna
izotopa. Prirodni ugljik sadrZi 1.11% izotopa
13.C (ostatak Jje 12¢), a vodik 0.015% izotopa
’H (ostatak je lH). Koliko ima molekula koje
sadrZe jedan B¢ i etiri >H atoma u Jjednom
gramu metana (CHy)?

Rjesenje. Ukupan broj molekula metana u
jednom gramu iznosi

m
N=="'N
M A

lg 24 —1
- & . 6022-10* mol
12+4-1 g/mol mo

=3.763 - 10°%.

Izotop C se javlia s udjelom 0.0111,
a ’H s udjelom 0.00015. Molekula koja
sadrzi samo te izotope javlja se ucestalo$éu
p = 0.0111 - 0.00015". Broj takvih molekula
je Np =211500 molekula.

Ivan Korotaj (4), VaraZdin
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