Problem 36 oficira i latinski kvadrati

Dominik Palman'!

U ovom clanku éemo ukratko izloZiti povijesni tijek razmatranja o jednom vrlo
zanimljivom krugu problema vezanom uz pojam “latinskih kvadrata”. Dokazi rjeSenja
ovih problema nisu nimalo jednostavni, pa prema tome nisu u skladu s namjenom ovoga
¢lanka te ih ne¢emo provoditi. Rezultati tih razmatranja su primijenjeni u viSe razli¢itih
grana matematike kao i u nekim drugim znanostima (npr. poljoprivreda, biologija). Na
kraju ¢lanka éemo ukratko razmotriti primjenu ovih problema na “konacne projektivne
ravnine” (v. ¢lanak: D. Palman, Konacne projektivne ravnine, Matemati¢ko-fizicki list,
god. XXXI, br. 3, str. 95-98). Spomenuti ¢lanak oznacavat ¢emo s “Clanak KPR”.

Tim problemima se prvi temeljitije pozabavio Svicarski matematiar Leonhard Euler
(Basel, 1707. — Petrograd, 1783.). Mjesta njegovog znanstvenog djelovanja bila su
Berlin i Petrograd. Osim matematike bavio se i fizikom i astronomijom. Smatran
je jednim od najveéih matemati¢ara svog vremena. Od njega potjece i ovaj problem
(1772.):

Iz Sest razlicitih vojnih jedinica izabrano je po Sest oficira razli¢itih ¢inova, ali tako
da se u svakoj Sestorci oficira iz pojedine jedinice bude zastupljeno istih Sest medusobno
razli¢itih cCinova. Od tih 36 oficira treba sastaviti jednu kvadratmu 6 X 6 formaciju,
takvu da u svakom retku i u svakom stupcu bude smjesteno Sest oficira iz razlicitih
jedinica i s razlicitim Cinovima.

Euler je bio uvjeren da nije moguce sastaviti takvu formaciju iako to nije i dokazao.

Osnovni pojam u naSim razmatranjima predstavljaju “latinski kvadrati” pa ¢emo ih
najprije definirati:

Definicija 1. Kvadratnu n x n tablicu u koju upisujemo n razlicitih simbola (to mogu
biti brojke 1, 2,...,n) tako da se svaki simbol pojavljuje u svakom retku i u svakom
stupcu to¢no jedanput zovemo latinskim kvadratom 7 -tog reda.

Naziv “latinski kvadrat” potjece joS iz doba Eulera, jer je umjesto brojaka, kako je
to ve¢inom danas uobicajeno, upisivao u tablicu latinska slova.
Navedimo dva najjednostavnija primjera latinskih kvadrata:

1. Na slici 1 je prikazan latinski kvadrat drugoga reda:

1|2
2
Slika 1.

2. Na slici 2 su prikazana dva razlicita latinska kvadrata treceg reda:
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Slika 2.

! Dominik Palman je redoviti profesor na Matematickom odsjeku PMF-a SveuciliSta u Zagrebu. Objavio je
brojne knjige iz geometrije. Clanak je objavljen $k. god. 1981/82.
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Od dva latinska kvadrata n-tog reda moZemo naciniti jedan tako da u n X n
tablicu upiSemo u svako polje najprije na lijevu stranu simbol (odnosno brojku) iz
odgovarajuceg polja jednog od danih latinskih kvadrata, a desno simbol (odnosno
brojku) iz odgovarajuéeg polja drugog od danih latinskih kvadrata. MoZemo reci da smo
preklopili jedan na drugi dani latinski kvadrat. Na taj na¢in smo dva latinska kvadrata
treceg reda prikazana na slici 2 preklopili i time dobili kvadrat na slici 3.

1122133
32|13]21
23|31|12

Slika 3.

Definicija 2. Za dva latinska kvadrata koja moZemo preklopiti tako da dobijemo
kvadratnu n X n tablicu uredenih parova od n simbola i da se svaki takav uredeni par
pojavijuje u tablici tocno jedanput, kaZemo da Cini par ortogonalnih latinskih kvadrata.
Tablicu koju dobijemo takvim preklapanjem zovemo gréko-latinskim kvadratom r-tog
reda.

Na slici 2 imamo primjer para ortogonalnih latinskih kvadrata i prema tome na slici
3 je prikazan primjer grcko-latinskog kvadrata. Naziv grcko-latinski kvadrat potjece
od toga $to se obicavaju oznacavati polja jednog od dva ortogonalna latinska kvadrata
gré¢kim slovima, a drugog latinskim slovima.

Vratimo se sada natrag na Eulerov problem 36 oficira i ozna¢imo spomenutih Sest
vojnih jedinica brojkama 1, 2, ..., 6, a takoder istim brojkama Sest ¢inova. UpiSimo
sada u svako polje kvadratne 6 x 6 tablice najprije broj jedinice, a zatim i broj ¢ina
oficira koji bi trebao stajati u tom polju. Kada bi nam to uspjelo uciniti uz zadovoljavanje
danih uvjeta, onda bismo time dobili jedan grcko-latinski kvadrat Sestog reda. Prema
tome moZemo Eulerov problem 36 oficira izreci u sljedeCem obliku:

Treba pronaci jedan grcko-latinski kvadrat Sestog reda.

Prili¢no je ocito da ne postoje dva ortogonalna latinska kvadrata (odn. gréko-latinski
kvadrat) drugog reda, §to se uostalom moZe lako provjeriti. Euler je pokazao da postoje
ortogonalni latinski kvadrati u slucaju kada je red n neparan broj ili broj djeljiv s
Cetiri. Ostalo je tada jo§ samo pitanje postojanja latinskih kvadrata reda n, gdje je n
parni broj koji nije djeljiv s Cetiri, dakle za brojeve n = 4k + 2 (gdje je k bilo koji
prirodan broj). Za k =1 je n = 6, §to odgovara problemu 36 oficira odnosno postojanju
gréko-latinskog kvadrata Sestog reda. Kako smo veé spomenuli Euler je bio uvjeren
da takav grcko-latinski kvadrat ne postoji. No on je otiSao joS dalje pretpostavljajudi,
odnosno postavljajuéi hipotezu: ne postoje ortogonalni kvadrati (odn. grcko-latinski
kvadrat) reda n = 4k + 2, gdje je k prirodan broj.

Da potvrditi, odnosno oboriti, tu Eulerovu hipotezu nije bas lako, svjedoci i ¢injenica
da je taj problem ostao vrlo dugo nerijeSen. Tek je 1901. francuski matemati¢ar Gaston
Tarry nacinio prvi korak dokazav§i nemoguénost postojanja grcéko-latinskog kvadrata
reda n = 6, s tim $to je pronaSao sve moguce latinske kvadrate Sestog reda pa odatle
pokazao da nijedan par nije ortogonalan. Time je izgledalo da Eulerova hipoteza ima
dobre izglede da bude potvrdena. Medutim ve¢ pri prijelazu na sljedeéi k =2 i n =10
Tarryjevom se metodom nailazi na nepremostive poteskoce.
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Slika 4.

Nakon neuspjelog pokuSaja da se problem s Eulerovom hipotezom rijeSi ra¢unskim
strojem, napokon su 1959. tri matematicara: E. T. Parker, R. C. Bose i S. S. Shrikhande
oborili Eulerovu hipotezu bez uporabe racunskog stroja. Ne samo da su nasli grcko-
latinski kvadrat reda n = 10 nego su dokazali postojanje takvih kvadrata za red
n =4k +2 (za svaki k > 2). Na slici 4 prikazan je grc¢ko-latinski kvadrat reda n = 10.

Promotrimo sada na slici 5 prikazana Cetiri latinska kvadrata petoga reda. Lako se
provjeri da su u tom skupu od Cetiri latinska kvadrata svaka dva medusobno ortogonalna.
Vidimo dakle da za neki red n moZe postojati skup od viSe od dva latinska kvadrata
tako da je svaki par latinskih kvadrata u tom skupu ortogonalan. Prirodno se postavlja
sada pitanje: Koliko najviSe latinskih kvadrata moZe postojati za neki red n tako da
je svaki par medusobno ortogonalan? Dokazano je, da za neki dani n moZe postojati
najvise n — 1 takvih kvadrata.

1121345 112131415 1121345 112(3]4](5

21314151 31415112 4(511]12]3 51112134

31415112 S(1]12]13]4 21314151 4(511]12]3

41511123 213(4]5](1 5111234 314(5]1(2

5111234 41511123 3141512 2131451
Slika 5.

Definicija 3. Za neki dani red n skup od n— 1 u parovima medusobno ortogonalnih
latinskih kvadrata zovemo potpunim skupom ortogonalnih latinskih kvadrata reda
n.

Kako ne postoje dva ortogonalna latinska kvadrata drugog reda to ne moZemo govoriti
o potpunom skupu latinskih kvadrata za taj red.

Na slici 2 su prikazana dva ortogonalna latinska kvadrata koji ¢ine potpun skup
latinskih kvadrata tredeg reda. Na slici 5 je takoder prikazan potpuni skup latinskih
kvadrata petog reda.

Sljedece pitanje na koje bi trebalo odgovoriti je: Postoji li za svaki red n potpuni
skup latinskih kvadrata, odnosno za koji red n postoji skup, a za koji ne? Na to
pitanje nema do sada potpunog odgovora. Ipak znamo da postoji potpuni skup latinskih
kvadrata za svaki red n = p* (n > 3), gdje je p primbroj, a ¢ bilo koji pozitivan cijeli
broj. Prema tome postoji potpuni skup latinskih kvadrata za redove 3, 4 = 22, 5, 7,

Matematicko-fizicki list, Izvanredni broji(J) B 17



8 =2%,9=232,11, 13, itd. Zared n = 6 iz prethodnih izlaganja znamo da ne postoji
grcko-latinski kvadrat pa prema tome ne moZe postojati ni potpuni skup ortogonalnih
latinskih kvadrata. Najmanji red za koji ne znamo postoji li potpuni skup ortogonalnih
latinskih kvadrata je, dakle, n = 10.2

Na kraju ovog c¢lanka pokazat ¢emo kako moZemo primijeniti izloZene rezultate na
“konacne projektivne ravnine”. Pri tome ¢emo se koristiti pojmovima izloZenim u ¢lanku
KPR, pa stoga pretpostavimo poznavanje tog ¢lanka.

R. C. Bose i W. L. Stevens su nezavisno jedan od drugoga dokazali: Konacna
projektivna ravnina reda n postoji tocno onda ako postoji potpuni skup ortogonalnih
latinskih kvadrata n-tog reda. Na ovoj tvrdnji se temelji primjena latinskih kvadrata na
konac¢ne projektivne ravnine. Mi ¢emo ovdje pokazati bez dokaza kako se na temelju
potpunog skupa ortogonalnih latinskih kvadrata treceg reda (slika 2) moZe konstruirati
tablica konac¢ne projektivne ravnine treeg reda.

U konacnoj projektivnoj ravnini treeg reda sa svakim su pravcem incidentne Cetiri
tocke i svakom to¢kom prolaze Cetiri pravca. Takva ravnina ima ukupno 13 tocaka i isto
toliko pravaca. Tablica incidencije te ravnine dana je u ¢lanku KPR, slike 5 i 6. Ovdje
¢emo prikazati tu projektivnu ravninu tablicom drugacijeg oblika, koja je pogodnija za
ova razmatranja. Na slici 6 prikazana je ta tablica.

(11 [21 | (31 | (41 | [51 | [6] | [71 | (81| [9]|[10]|[11]][12]][13]
1 1 1 1 2 2 2 3 4 4 4
2 5 11 5 6 7 5 6 7 5 6 7
3 6 9 | 12 8 9110 9110 81 10 8 9
4 7 10 | 13 ) 11|12 (13 { 13| 11| 12 | 12| 13 | 11
Slika 6.
Svaki stupac iz tablice predstavlja jedan pravac oznacen simbolima [1], [2], ..., [13].

U svakom su stupcu upisana Cetiri broja kao oznake Cetiriju tocaka koje su incidentne
s pravcem koji predstavlja taj stupac. Ova tablica svakako mora zadovoljavati neke
uvjete koji su u skladu s aksiomima projektivne ravnine (v. KPR, str. 96). Navodimo
ovdje te uvjete u lijevom stupcu dok su u desnom stupcu izloZena njihova geometrijska
tumacenja:

(1) U svakom se stupcu tablice nalaze | Na svakom se pravcu nalaze Cetiri
tocno Cetiri razlicita broja; razlicite tocke;

(2)  Svaki se broj mora u tablici nalaziti | Svakom tockom prolaze to¢no Cetiri
tocno Cetiri puta u Cetiri razliCita | razliita pravca;
stupca;

(3) U svaka dva razli¢ita stupca postoji | Dva se razli¢ita pravca sijeku u to¢no
to¢no jedan isti broj; jednoj tocki;

(4)  Jedan odredeni par brojeva nalazi se u | Postoji to¢no jedna spojnica dvije
to¢no jednom stupcu. razlicite tocke.

Izlozit ¢emo sada postupak kojim ¢emo brojeve 1, 2, ..., 13, kao oznake za 13
tocaka, upisati u tablicu tako da ona zadovoljava uvjete (1), ..., (4):

2 Ovaj ¢lanak je objavljen 1981., no godine 1989. dokazano je da ne postoji projektivna ravnina reda 10. Iz toga
posebno slijedi da ne postoji potpuni skup ortogonalnih latinskih kvadrata reda 10.
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IspiSemo najprije u prvi redak redom u prva cetiri stupca broj 1. Taj broj viSe ne
smijemo upotrijebiti (v. (2)). Zatim dalje u prvi redak ispiSemo redom po tri puta
brojeve 2, 3 i 4. Nadalje u prvi stupac upiSemo redom brojeve 2, 3 i 4. Time smo i ta
tri broja do kraja iskoristili (slika 7).

(1 @2 B1 M (51 [6] [7] (81 [ [10]  [11] [12] [13]

1 1 11 2 2 2 3 3 4 4 4
2 5 8 11 5 6 7 5 6 7 5 6 7
3 6 9 12 8 9 10 9 10 8 10 8 9
4 7 10 13 11 12 13 13 11 12 12 13 11
1 II I v
Slika 7.
U kvadrat koji je oznacen s I upiSemo ostale brojeve 5, 6, ..., 13 redom po stupcima
tog kvadrata i te iste brojeve upiSemo redom po recima kvadrata II. Lako moZemo
provjeriti da dosada nismo prekr$ili naSe uvjete (1), ..., (4).

Mozemo jo§ ispuniti kvadrate III i IV na slici 7. U tu svrhu promotrimo lijevi od
dva ortogonalna latinska kvadrata na slici 2 koji zajedno ¢ine potpuni skup. Na slici 8
pokazana su tri kvadrata takva da su u svakom upisani: broj 1 odn. 2 odn. 3 na ona
mjesta koja taj broj zauzima u spomenutom lijevom kvadratu slike 2. Na kvadratu II
slike 7 na mjestima na kojima stoji broj 1 (slika 8) stoje brojevi 5, 9, 13. Ta tri broja
sada upiSimo redom u prvi stupac kvadrata III. Na poljima na kojima se nalazi broj
2 (slika 8) nalaze se u kvadratu II brojevi 6, 10, 11, pa njih upiSemo u drugi stupac
kvadrata III. I napokon: na poljima na kojima se nalazi broj 3, nalaze se u kvadratu II
brojevi 7, 8, 12, pa ih upiSemo redom u tre¢i stupac kvadrata III.

1 2 3

1 2 3
Slika 8.

Na potpuno isti na¢in pomocu desnog latinskog kvadrata na slici 2 i kvadrata 11
ispunimo kvadrat IV na slici 7. Time smo upotpunili tablicu na slici 7 i lako se provjeri
da je sve u skladu s uvjetima (1), ..., (4).

Na analogan na¢in moZe se primijeniti ovaj postupak i za konacne projektivne ravnine
visih redova, ukoliko postoji potpun skup ortogonalnih kvadrata tog doti¢nog reda.
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