Slutnja koja je postala teorem! i

Sime Ungar?

Poincaréova hipoteza, jedna od najpoznatijih matematickih slutnji, stotinu je godina
odolijevala nastojanjima mnogih vrhunskih matematicara, prije svega topologa i
diferencijalnih geometri¢ara, da ju dokaZu ili opovrgnu. Napokon je, pocetkom
21. stoljeca, Poincaréova slutnja dokazana.

U cast matematike na pocetku novog milenija, a stotinu godina nakon poznatog
predavanja Davida Hilberta 8. kolovoza 1900. odrZanog na Drugom medunarodnom
kongresu matematiara u Parizu, u kojem je prikazao deset od dvadeset i tri problema
¢ije je rjeSavanje obiljeZilo matematiku dvadesetog stoljeca, Clay Mathematics Institute
iz Cambridgea, Massachusetts, koji je posveéen unapredenju i Sirenju matematickih
znanja, odlucio je dodijeliti nagrade od po milijun dolara za rjeSenje svakog od sedam
klasi¢nih problema koji su godinama odolijevali pokusajima vrsnih matematicara da ih
rijeSe. Poincaréova slutnja, jedan od tih sedam milenijskih problema, prvi je rijesen.
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Sfera i torus lokalno izgledaju poput ravnine.

O ¢emu se radi? Zamislimo da se nalazimo na palubi broda na otvorenom moru.
Kamo god uokolo pogledamo, u bilo kojem smjeru, svuda ista slika—jednako plavo
more; sada, i za jedan sat, i za dva sata, i .... Nalazimo se na plohi koja u svakom
smjeru i u svakoj tocki izgleda jednako i lokalno je ravna, kao ravnina—naprijed-natrag,
lijevo-desno. Naravno, nalazimo se na sferi, kuglinoj plohi. Ali zamislimo da Zemlja
nema oblik kugle nego da je poput velikog koluta, i mi se nalazimo na njegovoj
povrSini—plohi poput automobilske zra¢nice, forusu. 1 tada bismo u svim smjerovima
imali istu sliku, lokalno je i torus poput ravnine. A Sto kada bi Zemljina povrsina bila
poput torusa s dvije rupe? Lokalno bi opet slika bila ista.

Kako onda, bez da se oslonimo na vanjski svijet, svijet izvan Zemljine povrSine,
ustanoviti da je Zemljina povrSina oblika sfere? Receno strozim, matematickim
rje€nikom: kako medu svim plohama, tj. orijentabilnim kompaktnim zatvorenim
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dvodimenzionalnim mnogostrukostima?3, prepoznati sferu? Koje je to svojstvo koje
medu svim plohama ima jedino sfera?

Torus nije jednostavno povezan.

Uzmimo glatku biljarsku kuglu i jo§ ju malo namaZimo uljem, pa oko takve kugle
pokusajmo ¢vrsto zavezati obic¢an uzao. TeSko da ¢e nam to uspjeti— Spaga ¢e skliznuti
po povrsini kugle i ostat e nam samo ¢vor na $pagi. Ali ako istu stvar pokuSamo s
nekim kolutom, neéemo imati problema. Toc¢nije receno, svaka se petlja na sferi moZe
unutar same sfere, tj. ne izlazeéi u okolni prostor, stegnuti u tocku, dok na torusu, i
onome s viSe rupa, postoje petlje koje se na samom torusu ne mogu stegnuti u tocku.
Kaze se da je sfera jednostavno povezana, a torus nije.

Klasifikacija ploha poznata je odavno: svaka je ploha, tj. orijentabilna kompaktna
dvodimenzionalna mnogostrukost bez ruba, homeomorfna ili topoloski ekvivalentna sferi
ili torusu s jednom ili viSe rupa (broj rupa naziva se rod plohe). Tu je Cinjenicu, za
glatko smjestene plohe u euklidskom prostoru R, dokazao ve¢ August Mébius 60-tih
godina 19. stolje¢a. Na osnovu te klasifikacije jasno je da je sfera jedina jednostavno
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Plohe roda 0, 1, 2 i 3.

Pojasnimo ovdje jednu vaznu stvar. Kada kaZemo da je neka mnogostrukost sfera,
ne mislimo da je ona zaista okrugla sfera S tj. skup tocaka (x,y,z) u R® za koje je
x> +y? 472 = 1, nego da je homeomorfna pravoj, okrugloj sferi, tj. da postoji neprekidna
bijekcija naSe mnogostrukosti na S%. (Ovo nije prava definicija homeomorfnosti, ali je

3 Mnogostrukosti su topoloski prostori koji lokalno imaju strukturu euklidskog prostora.
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u kompaktnom sluc¢aju kakav nas zanima, tome ekvivalentna.) Analogno vrijedi i kada
kazemo da je neka mnogostrukost torus. Dakle, povrSina obicne ¢ase je homeomorfna
sferi, dok je povrSina krigle za pivo, one s drSkom, homeomorfna torusu. Medusobno te
dvije plohe nisu topoloski ekvivalentne.

Povrsina krigle je homeomorfna torusu, ali i zauzlanom torusu.

Da je Zemlja okrugla, tj. da je njezina povrSina oblika sfere, znalo se odavno, cak je
Eratosten oko 240. godine pr. Kr. sa zacudujuéom preciznoscu odredio i njezin polumjer.
Ali za to su bili potrebni izvanzemaljski objekti: Sunce i zvijezde, dakle okolni prostor.

A kako je s naSim stvarnim, trodimenzionalnim prostorom u kojem se nalazimo?
U njemu, osim naprijed-natrag i lijevo-desno, imamo i gore-dolje. I nemamo niSta
izvan njega, iz njega ne mozemo iza¢i i pogledati “izvana” i vidjeti o kakvoj se
trodimenzionalnoj mnogostrukosti radi. Pitanjem kako zapravo izgleda na$ svemir bavili
su se pocetkom dvadesetog stoljeca Albert Einstein, Henri Poincaré, David Hilbert i
drugi.

Klasifikacija trodimenzionalnih mnogostrukosti, tj. objekata koji su lokalno poput
naSeg trodimenzionalnog euklidskog prostora R?, mnogo je teZe pitanje od klasifikacije
ploha. Svakako je najjednostavniji takav objekt trodimenzionalna sfera S* koju
¢ini skup tocaka (w,x,y,z) u Cetverodimenzionalnom prostoru R* za koje vrijedi
w? + x> +y> 4+ 722 = 1. Poincaré je u jednom svom radu iz 1904. postavio pitanje
je li trodimenzionalna sfera jedina orijentabilna kompaktna zatvorena trodimenzionalna
mnogostrukost koja je jednostavno povezana, ili, kako bismo krace rekli, je li svaka
homotopska 3-sfera prava 3-sfera? I sam je Poincaré bezuspjeSno pokusavao odgovoriti
na to pitanje. Aak je konstruirao mnogostrukost, Poincaréov dodekaedarski prostor, za
koju se nadao da ¢e biti protuprimjer, ali se pokazalo da je to “samo” homoloska ali ne
i homotopska sfera.

Novi je interes za hipotezu pobudio J.H.C. Whitehead kada je 1930-tih najprije
objavio, a zatim, naSavsi greSku, povukao dokaz Poincaréove slutnje. I vise je drugih
matematicara polovinom dvadesetog stoljeca objavilo dokaze Poincaréove hipoteze za
koje se uskoro pokazalo da nisu valjani, da imaju “rupe”. Ovom su se hipotezom bavili i
najpoznatiji topolozi toga vremena: R. H. Bing, Wolfgang Haken, Edwin Moise, Christos
Papakyriakopoulos, ali sa samo djelomi¢nim uspjehom.
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Vecdina je matematiCara smatrala da je Poincaréova slutnja istinita, ali da generalizirana
slutnja, koja kaZe kako je svaka n-dimenzionalna homotopska sfera homeomorfna pravoj
n-sferi, u vi§im dimenzijama ne vrijedi. Kao $to smo vidjeli, u dimenziji 2 slutnja je
istinita. Stephen Smale je 1961. godine uzbudio matematicku javnost dokazavsi da je
ona istinita u svim dimenzijama od 5 naviSe, a Michael Freedman je 1982. dokazao
istinitost hipoteze i za dimenziju 4. Pokazalo se da je najtvrdi orah upravo originalna
trodimenzionalna Poincaréova slutnja.

Mnogo je teSke i “tvrde” matematike razvijeno u pokusajima da se ova slutnja dokaze.
Richard Hamilton je pocetkom 1980-tih predloZio sasvim novu tehniku, netipi¢nu za
topologiju i diferencijalnu geometriju, za koju je vjerovao da ¢e dovesti do rjeSenja
trodimenzionalne slutnje. Tehniku je nazvao Riccijevim tokom, a radi se o izvjesnoj
diferencijalnoj jednadzbi za metriku na mnogostrukosti. I zaista, 2002. godine ruski je
diferencijalni geometri¢ar Grigorij Perelman objavio tri preprinta u kojima je Hamiltonov
program doveo do kraja. Kako se radi o vrlo sloZzenim matemati¢kim postupcima iz
razlic¢itih matematickih disciplina, malo je matematicara u svijetu koji mogu u potpunosti
razumjeti, i provjeriti, sve korake dokaza. Trebalo je nekoliko godina da se vise ekipa
uvjeri u ispravnost i cjelovitost Perelmanova dokaza. I tako je Poincaréova slutnja
postala teorem.

Koje su posljedice i koja je vaznost Poincaréove slutnje ili njezina dokaza? Hoce
li dobiveni rezultati proSiriti nase spoznaje o svemiru? Omoguditi putovanja do drugih
zvijezda i galaksija? Ili je to zanimljivo samo matemati¢arima?

Sasvim je sigurno da e ti rezultati imati velik utjecaj na fiziku. Ali ne odmabh,
a kada—to nitko ne zna. U mnogim je stvarima matematika cijelo stoljece ispred
fizike. Na slicno je pitanje Edward Witten, fiziCar s Institute for Advanced Study
u Princetonu, odgovorio kako je analogon Poincaréove slutnje rijeSen polovinom 19.
stoljeca klasifikacijom ploha, a danas su ti rezultati vazni u opcoj teoriji relativnosti i u
teoriji struna (string theory). A nitko to nije bio predvidio prije stotinjak godina kada je
odgovarajuca matematika razvijena. Kada ¢e i kakvu ulogu imati Hamilton-Perelmanovi
rezultati, nemoguce je prognozirati.

Preporucam da pogledate izuzetno zanimljivo popularno predavanje [2] profesora
Curtisa McMullena s Harvarda. U diskusiji nakon predavanja, u odgovorima na pitanja iz
auditorija, ukazao je i na neke moguce ne-matematicke primjene Hamilton-Perelmanove
tehnike i rezultata.
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