Matematika Zongliranja 2. dio:
Zonglerski teoremi

Ivana Prasnjak', Neven Grbac?

1. Uvod

Ovaj ¢lanak nastavak je od [9] u kojem smo strogo matematicki definirali jednostavno
zongliranje (i vidjeli da se osnovni Zonglerski uzorci uklapaju u tu definiciju), te uveli
tri matematicka opisa takvog Zongliranja: Zonglersku funkciju, Zonglerski dijagram i
zonglerski niz. Prostor nam, naZalost, ne dopusta da ovdje podsjetimo Citatelja na te
osnovne pojmove, iako ¢emo ih slobodno koristiti. Stoga ga upucujemo da za sve
pojmove i oznake, koji ovdje nisu definirani, pogleda ¢lanak [9].

U ovom nastavku bavimo se nekim jednostavnijim “Zonglerskim” teoremima, odnosno
teoremima koji, koriste¢i opis Zongliranja iz [9], daju neke informacije o Zonglerskim
uzorcima. Za ovu priliku odabrali smo tri problema: odredivanje broja loptica potrebnih
za zongliranje nekog Zonglerskog niza, nalaZenje jednostavnog kriterija za utvrdivanje
je 1i neki konacan niz nenegativnih brojeva Zonglerski ili nije, te prebrojavanje razlicitih
zonglerskih uzoraka sa zadanim brojem loptica i zadanim minimalnim periodom.

Kao i u prethodnom ¢lanku, osnovna literatura je drugo poglavlje knjige [6], a kao
dodatnu literaturu navodimo [1], [2], [3], [7] te mreZne stranice [4], [5]. Clanak je nastao
kao modifikacija zavr§nog rada [8].

2. Zonglirljivost

Sada dolazimo do prvih teorema matematike Zongliranja. Vezani su uz broj loptica
koje se koriste za uzorak zadan Zonglerskim nizom te ‘“Zonglirljivost” konacnog niza,
kako smo preveli englesku rije¢ jugglable. Pitanja na koja Zelimo odgovoriti su, na
primjer, koliko loptica se Zonglira u uzorku ¢iji Zonglerski niz je 15 ili je 1i konacan niz
321 zonglerski (Zonglirljiv).

2.1. Iz zonglerskog dijagrama

Crtanjem Zonglerskog dijagrama vrlo lako moZemo odgovoriti na oba gore postavljena
pitanja. Za broj loptica dovoljno je promotriti bilo koji trenutak izmedu dva otkucaja.
Tada su sve loptice u zraku pa je njihov broj jednak broju lukova iznad tog trenutka.
Zapravo, na dijagramu povucemo vertikalni pravac izmedu dva kruzia (otkucaja) i
prebrojimo koliko lukova smo tim pravcem presjekli. Na primjer, za niz 15 u gornjem
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dijelu slike 3 u [9] povucen je takav pravac i vidimo da se koriste tri loptice. Za nizove
3 i opet 15 takav pravac je povucen i na slikama 3 i 4 iz [9].

Zonglirljivost kona¢nog niza takoder moZemo procitati iz dijagrama. Aksiomi J1
i J2 ispunjeni su samim time Sto smo crtali dijagram konacnog niza. Za aksiom J3
provjeravamo koliko lukova ulazi i izlazi iz svakog kruZi¢a. Aksiom J3 je ispunjen
ako i samo ako svaki kruZi¢ ili ima tocno jedan lijevi i jedan desni kraj luka ili nema
niti jedan kraj luka. Na slici 1 prikazan je primjer niza 321 koji nije Zonglerski.
Zapocinjemo crtanje prvog luka koji se proteZe tri otkucaja i drugog luka koji se proteze
dva otkucaja. U ovom trenutku primje¢ujemo da dvije odgovarajuce loptice moraju biti
uhvacene istovremeno, $to je krSenje aksioma J3.

KOLIZIJA

/

L] (o] [ ] o L] o
3 2 1 3

Slika 1. Niz 321 nije Zonglerski niz.

2.2. Teorem prosjeka

Kako nije uvijek prakti¢no crtati dijagram (broj loptica ili njihove visine mogu biti
jako velike, a i sam niz moZe biti dug), bilo bi dobro imati kriterij za Zonglirljivost
konac¢nog niza te odredivanje broja loptica u uzorku koji je zadan Zonglerskim nizom
s = (80,81, .,5,—1). Broj loptica daje nam teorem prosjeka iz [2].

Teorem 1. (teorem prosjeka) Broj loptica potrebnih za Zongliranje konacnog niza
§ = (80,81, ...,8:—1) jednak je prosjeku niza
S0+ 81+ ..+ Sh—i
. .

E:

Umjesto dokaza. Sljedeée razmisljanje pokazuje zasto tvrdnja intuitivno vrijedi, iako
ne daje pravi dokaz. Promatramo li Zonglerski niz s perioda n, tada svakih n otkucaja
bacanju na otkucaj i odgovara jedna loptica u narednih s; intervala. Dakle, u prosjeku

bacanju na otkucaj i odgovara — loptica. Time dobivamo da je broj loptica potrebnih za
n

Zongliranje danog Zonglerskog niza jednak Al + ...+ a1 _ 50 St S =3.
n

n n
U

Bududi da je broj loptica koje Zongliramo uvijek prirodan broj, teorem prosjeka
pokazuje da Zonglerski niz mora imati cjelobrojan prosjek. To nam daje brzi nacin
provjere koji niz nije Zonglerski, a tu provjeru zovemo fest prosjeka.

Korolar 2. (test prosjeka) Ako prosjek konacnog niza nenegativnih cijelih brojeva
nije cijeli broj, onda taj niz nije Zonglerski niz.

Obrat prethodne tvrdnje nije istinit. Primjer niza koji ima cjelobrojni prosjek, a

nije Zonglerski niz, jest niz 321 ¢iju smo Zonglirljivost provjerili na slici 1 pomocéu
dijagrama.
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2.3. Permutacijski test

Test prosjeka ne daje potpun odgovor na pitanje je li dani konacan niz Zonglerski ili
nije. On samo kaZe da niz ¢iji prosjek nije cijeli broj ne moze biti Zonglerski. Medutim,
ako neki niz ima cjelobrojan prosjek, ovaj test ne daje nikakav odgovor.

Permutacijski test daje potpuni kriterij za Zonglirljivost konacnog niza. Dokaz ovog

teorema je neSto duZi pa ga stoga preskacemo, a zainteresiranog Citatelja upucéujemo na
drugo poglavlje knjige [6] ili [2].

Teorem 3. (permutacijski test) Neka je s = (so,s1,...,5.—1) konacan niz nenegativ-
nih cijelih brojeva. Konstruiramo novi niz s' = (s{),s},...,s,_,), gdje je
si=(i+s)modn zai=1,2,...,n.
Tada je niz s Zonglerski ako i samo ako je s’ permutacija skupa {0,1,...,n— 1}.

Primjer 1. Odredimo jesu li nizovi s = 6424 i s = 513 Zonglerski. Za prvi niz
imamo n =4 i

s =(0+6,1+4,2+2,3+4) mod4 = (6,5,4,7) mod 4 = (2, 1,0,3).

Bududi da je s’ permutacija skupa {0,1,2,3}, zakljuujemo, prema permutacijskom
testu, da je prvi niz Zonglerski. Za drugi imamo n = 3 i

s =(0+5,14+1,2+3) mod 3 = (5,2,5) mod 3 = (2,2,2).

Sada s’ nije permutacija skupa {0,1,2} pa drugi niz nije Zonglerski. Uo¢imo da je
prosjek drugog niza jednak 3, Sto je cijeli broj, pa nam test prosjeka o njemu ne bi dao
nikakvu informaciju.

3. Zonglerske karte

Pitanja vezana uz konstrukciju ili prebrojavanje svih Zonglerskih uzoraka sa zadanim
svojstvima dovode do vrlo zanimljivih kombinatornih problema. Naravno, Zonglerskih
uzoraka ima beskonacno, jer je ve¢ svaki jednoClani niz b, za b € N, Zonglerski, tako
da samo kaskada i fontana s proizvoljnim brojem loptica ima beskonac¢no (u teoriji, jer
u praksi rijetki su Zongleri koji znaju Zonglirati s b > 5 loptica).

Stoga treba postaviti neko ogranicenje kako bi se broj uzoraka reducirao na konacan
broj. Ovdje se bavimo odredivanjem broja Zonglerskih uzoraka s to¢no b loptica
minimalnog perioda n. Ovaj primjer je posebno zanimljiv jer se u prebrojavanju koriste
takozvane Zonglerske karte te Mobiusova formula inverzije iz teorije brojeva (iako
postoje i drugaciji dokazi, kao na primjer u [2]). IskaZimo najprije krajnji rezultat.

Teorem 4. Neka je N(n,b) broj Zonglerskih uzoraka s tocno b > 1 loptica
minimalnog perioda n (sto znaci da uzorak nije dobiven od uzorka kraceg perioda koji
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se nekoliko puta ponovio). Tada vrijedi formula
1 n d
N(n,b) = - (—)(b 1 fbd),
w0 =3 S (G) (@D

gdje U oznacava Mébiusovu funkciju.?

J Y

Co C C, Cy
Slika 2. Cetiri Zonglerske karte Cy, Ci, Cy, C3 za slucaj b = 3.

Prije dokaza objasnimo §to su Zonglerske karte i kako se koriste u prebrojavanju
zonglerskih uzoraka (nizova). Prvi put se javljaju u ¢lanku [3]. Zapocinjemo s primjerom
u kojem se promatraju Zonglerski uzorci s najviSe tri loptice. Za njih trebamo $pil karata
koji se sastoji od beskona¢no mnogo primjeraka svake od Cetiri karte Cy, C;, Cz, Cs
sa slike 2.

Promijesamo $pil i slucajno izaberemo n karata. Stavimo ih ispred sebe i ponovimo
isti redoslijed karata beskonacno puta lijevo i desno. U primjeru prikazanom na
donjem dijelu slike 3 izabrali smo dvije potamnjene karte C; i C3. Time dobivamo
zonglerski dijagram Zonglerskog niza perioda n s najviSe tri loptice. Uo¢imo da svakom
7Zonglerskom nizu odgovara to¢no jedan odredeni skup od n karata Spila. Iz tako
konstruiranog Zonglerskog dijagrama jasno je o kojem se nizu radi. Na slici 3 radi se o
nizu 15, odnosno pljusku s tri loptice.

Napomenimo da, ako ne koristimo niti jednu kopiju posljednje karte C3 sa slike 2,
zavr§it ¢emo s barem jednom kontinuiranom horizontalnom linijjom na vrhu, jer sve
karte osim C; imaju na vrhu barem jednu ravnu liniju. To znaci da Zonglerski niz
ne koristi viSe od dvije loptice. U stvari, najve¢i indeks medu kartama koje tvore niz
jednak je broju koriStenih loptica.

Upravo opisanim postupkom svakom odabiru niza od n karata iz Spila pridruzili smo
Zonglerski niz perioda n (ne mora biti minimalni period) koji koristi najviSe tri loptice
(tj. prosjek mu je najviSe tri zbog teorema prosjeka).

Obratno, sada treba proizvoljnom Zonglerskom nizu s najviSe tri loptice perioda n
(ne minimalnog) pridruZiti niz Zonglerskih karata. Zapocinjemo crtanjem uobicajenog
zonglerskog dijagrama niza kao u gornjem dijelu slike 3 za niz 15. Svakom broju u
Zonglerskom nizu odgovara jedna karta.

Ako je broj 0, tada odabiremo kartu Cy i stavljamo je iznad broja 0. Odaberimo broj
x # 0 iz Zzonglerskog niza (na slici 3 odabrali smo broj 1 i to naglasili kvadraticem

3 Mobiusova funkcija u definirana je za m € N formulom

1, ako m = 1 ili ako je m kvadratno slobodan i ima paran broj prostih faktora,
u(m) = —1,  ako je m kvadratno slobodan i ima neparan broj prostih faktora,
0, ako m nije kvadratno slobodan.

Podsjetimo da je m kvadratno slobodan ako se u njegovom rastavu na proste faktore svaki prosti broj javlja
najvise jednom. Mdbiusova funkcija je vazna multiplikativna aritmeticka funkcija koja ima mnoga interesantna
svojstva, ali to je ve¢ tema za neki drugi ¢lanak.
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oko njega). Od kruZica koji predstavlja odgovarajuéi otkucaj na Zonglerskom dijagramu
slijedimo pripadni luk unatrag (ulijevo) i promatramo sjecista s drugim lukovima. Kada
presijecamo neki luk moZemo ga presijecati iznutra prema van ili obrnuto. U prvom
sluc¢aju prijelaz ozna¢imo kruZiéem, a u drugom slucaju kvadrati¢em. Ako dobijemo k
kruZzi¢a, odaberemo kartu Cp; te je stavimo iznad broja x.

5 1 5 1 5 1 5 1 5

Slika 3. Veza Zonglerskog dijagrama (gore) i Zonglerskih karata (dolje) za Zonglerski niz 15.

U naSem primjeru, iznad broja 1 treba staviti kartu Cs, jer kao Sto vidimo na slici 3
dobili smo dva kruZia. Ponovimo postupak za sve brojeve u nizu. U naSem primjeru
iznad broja 5 treba staviti kartu C; jer na odgovarajuem luku nema kruzi¢a. Na taj
nacin dobili smo Zonglerske karte pridruZene nizu.

Ocito su ove dvije konstrukcije (pridruZivanja nizova kartama i obratno) jedna drugoj
inverzne pa pokazuju da je broj Zonglerskih nizova perioda n s najviSe tri loptice jednak
broju nizova od n Zonglerskih karata iz naSeg Spila. Takvih nizova ima 4" po teoremu
0 uzastopnom prebrojavanju jer na svako od n mjesta mozemo staviti bilo koju od 4
razlicite karte. Uo¢imo da smo na ovaj nacin prebrojili sve moguce nizove perioda n
s najviSe tri loptice ukljucujuéi i one ¢iji minimalni period nije n nego neki njegov
djelitelj te ciklicke permutacije niza brojimo kao razli¢ite nizove iako oni daju isti
zonglerski uzorak (to smo objasnili u poglavlju 3.3 iz [9]).

Kako ovaj postupak poopéiti na proizvoljan broj loptica b? Treba nam Spil od
beskonacno mnogo primjeraka svake od b+ 1 karata Cy,Cy,...,C, koje crtamo po
uzoru na ve¢ opisani primjer b = 3. Karta Cy se sastoji od b horizontalnih linija. Na
karti Cy, za k > 1, pocevsi od lijeve strane, k-ta linija brojana odozdo spuSta se u
kruzi¢ (koji predstavlja otkucaj) i zatim nastavlja kao najniZa linija na desno. Linije
iznad upravo opisane k-te linije su horizontalne, a one ispod penju se za jedan nivo.

Konstrukcije opisane na primjeru b = 3 mogu se na isti nain primijeniti i za
proizvoljan broj loptica. Oznacimo s S<(n,b) broj Zonglerskih nizova s najviSe b
loptica perioda n s time da se ciklicke permutacije broje kao razliciti nizovi, a minimalni
period moZe biti i djelitelj od n (ne mora biti ba§ n). Dakle, S<(n,b) broji upravo
nizove koji se dobiju preko Zonglerskih karata. Stoga,

S<(n,b) = (b+1)",
ito za svaki b > 0 jer s nula loptica isto imamo jedan uzorak — onaj u kojem ne radimo
bas¥ nista.

Naglasimo vaZznost Zonglerskih karata pri ovom prebrojavanju. Bez njih bilo bi puno
teZe prebrojati Zonglerske nizove (iako ne i nemoguce, vidi [2]). One daju zgodan alat
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za sustavan popis svih Zonglerskih nizova. Nije rijetko u svijetu da Zongleri uvijek sa
sobom nose jedan $pil Zonglerskih karata (ne beskonacan, ali dovoljno velik).

Dokaz teorema 4. Najprije odredimo koliko ima Zonglerskih nizova u smislu
prebrojavanja sa Zonglerskim kartama perioda n s baS tocno b > 1 loptica. Oznacimo
taj broj s S(n,b). Da bi izracunali S(n,b), jasno je da treba od broja nizova s najvise b
loptica oduzeti one s najvise b — 1 loptica. Dakle,

S(n,b) = S<(n,b) — S<(n,b—1)
=(b+1)"=b",
za svaki b > 1.

Izracunajmo sada S(n,b) na drugi nacin tako $to éemo za svaki pozitivni djelitel]
d od n posebno pobrojiti koliki je doprinos broju S(n,b) nizova s toéno b loptica
minimalne duljine d. Taj doprinos je jednak

d-N(d,b),
jer se svaki od uzoraka koje broji N(d,b) javlja d puta. Naime, u S(n,b) ciklicke
permutacije istog uzorka brojimo kao razlicite, a njih ima to¢no d. Zakljucujemo da je
S(n,b)= > d-N(d,b)
1<d|n
za svaki b > 1.

Teorem slijedi iz Mobiusove formule inverzije* koju primjenjujemo na funkcije
f(m) =S8(m,b) i g(m)=m-N(m,b). O
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