54. drzavno natjecanje iz matematike

Ovogodis$nja sezona matematickih natjecanja otvorena je 17. sije¢nja 2013., kada su
odrzana $kolska (odnosno gradska) natjecanja. Cetiri tjedna kasnije, 14. veljade, odrzana
su i Zupanijska natjecanja. Nakon toga, na temelju rezultata Zupanijskih natjecanja,
odredeni su ucenici koji ¢e sudjelovati na DrZzavnom natjecanju.

Zadatke za sve razine natjecanja prireduje Drzavno povjerenstvo koje se sastoji od tri
potpovjerenstva s po 20-ak ¢lanova: za osnovne Skole, srednje $kole A varijante i srednje
Skole B varijante. Njihov rad uspje$no je koordinirao tajnik drzavnog povjerenstva Luka
Celikovié, visi savjetnik Agencije za odgoj i obrazovanje, koji je obavio velik dio posla
oko organizacije $kolsko/ gradskog, Zupanijskog i drZavnog natjecanja.

Drzavno natjecanje iz matematike za ucenike osnovnih i srednjih $kola odrzano je od
2. do 4. travnja 2013. u Dubrovniku. Okupilo se 265 ucenika: njih 92 iz osnovnih Skola
(V. =20, VI. - 27, VII. — 22, VIII. — 23), 93 iz srednjih 8kola A varijante (I. — 23, II. —
24, 1. — 23, IV. — 23) i 80 iz srednjih Skola B varijante (I. — 19, II. — 18, III. — 23, IV.
- 20).

Bili smo smjeSteni u prostranim hotelima President i Argosy u turistickom naselju
Babin Kuk. KiSa koja je padala prva dva dana nije sprijecila neke da odu u Setnju
Stradunom i zidinama starog Dubrovnika.

Prvog dana odrZan je sastanak DrZavnog povjerenstva i obavljene su posljednje
pripreme za sutraSnje natjecanje. Navecer je u kongresnoj dvorani hotela Lacroma
odrZano sveCano otvaranje. Prisutnima su se obratili: Vedrana Radovié, ravnateljica
Osnovne Skole Lapad, Miho Katic¢ié, procelnik Upravnog odjela za obrazovanje, sport,
socijalnu skrb i civilno drustvo grada Dubrovnika, Frano Skokandié, zamjenik Zupana
Dubrovacko-neretvanske Zupanije, prof. dr. Vladimir Volenec, predsjednik Drzavnog
povjerenstva i Vinko Filipovi¢, ravnatelj Agencije za odgoj i obrazovanje. Samo
natjecanje otvorio je Petar Pulji¢, u€enik 8. razreda Osnovne Skole Lapad.

Natjecanje je odrzano u Osnovnoj Skoli Lapad, a u isto vrijeme za mentore iz
osnovnih i srednjih $kola organizirana su predavanja u hotelima. Poslijepodne je za
ucenike i mentore organizirano razgledavanje Dubrovnika. Povjerenstvo je prionulo na
posao — pregledavanje i ocjenjivanje ucenickih rjeSenja, a navecer su se rjeSavale Zalbe.
U kasnim vecernjim satima Drzavno povjerenstvo je potvrdilo konacnu rang listu i
odlucilo o nagradama. Po ve¢ ustaljenim pravilima odabrano je 24 ucenika koji e
tokom travnja sudjelovati na Hrvatskoj matematickoj olimpijadi u borbi za mjesto u
ekipama za 54. medunarodnu matematicku olimpijadu u Kolumbiji i 7. srednjoeuropsku
matematicku olimpijadu u Madarskoj. Posljednjeg dana ujutro je odrzan Okrugli stol o
matematickim natjecanjima.

Na sveCanom proglasenju predsjednik drzavnog povjerenstva, prof. dr. Vladimir
Volenec, urucio je najboljim mladim matemati¢arima priznanja i skromne nagrade, dok
su po tri najbolja u svakom razredu dobila plakete. Osnovnoskolcima je uruceno 12
prvih, 8 drugih i 12 tre¢ih nagrada, dok je 21 ucenik bio pohvaljen. Za srednje je Skole
podijeljeno 6 prvih, 8 drugih, 11 trecih nagrada i 17 pohvala za A varijantu, odnosno 5
prvih, 9 drugih, 5 trec¢ih nagrada i 21 pohvala za B varijantu.
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Nagrade i pohvale

A varijanta

I. razred

Petar Orli¢, XV. gimnazija, Zagreb (1. nagrada); Daniel Paleka, Gimnazija Franje
Petrica, Zadar (II. nagrada); Kristijan Rupié XV. gimnazija, Zagreb, Andrija Mandi¢,
XV. gimnazija, Zagreb, Marko Juki¢, XV. gimnazija, Zagreb, Ivan Barta, XV. gimnazija,
Zagreb (III. nagrada); Karlo Serbetar, Gimnazija “Fran Galovi¢”, Koprivnica, Jurica
Genc, Elektrostrojarska $kola, Varazdin, Manuel Zic, Gimnazija Andrl_]e Mohorovicica,
Rijeka, Ivan Jercié, 111. gimnazija, Split (pohvala).

II. razred

Maja Pucek, Druga gimnazija Varazdin, VaraZdin (I. nagrada); Ivan Lazarié,
Gimnazija Pula, Pula, Kristijan Vukeli¢, Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb, Josip
Pupié, XV. gimnazija, Zagreb (II. nagrada); Kristian Vedran Budrovcéan, XV. gimnazija,
Zagreb, Al Depope, Gimnazija Andrije Mohorovi¢i¢a, Rijeka (IIl. nagrada); Ana
Striki¢, 111. glmna21_]a Spht Nikola Sajgaj, Prva glmnazua Varazdin, VaraZdin, Kristijan
Stefanec XV. gimnazija, Zagreb, Ian Beissmann, IIl. gimnazija, Osijek, Tonko Sabolcec,
XV. gimnazija, Zagreb (pohvala).

III. razred

Vlatka Vazdar, XV. gimnazija, Zagreb (1. nagrada); Vlatko Crnkovié¢, XV. gimnazija,
Zagreb, Mihael Erakovi¢, Gimnazija Andrije Mohorovici¢a, Rijeka (II. nagrada); Erik
Banek, V. gimnazija, Zagreb, Mato Manovi¢, Gimnazija PoZega, PoZega, Filip Basic,
XV. gimnazija, Zagreb (IIl. nagrada); Mislav Balunovi¢, Gimnazija “Matija Mesic”,
Slavonski Brod, Matea Celar, Prva gimnazija Varazdin, Varazdin, Tomislav Buhinicek,
XV. gimnazija, Zagreb, Drago Plecko, XV. gimnazija, Zagreb (pohvala).

IV. razred

Domagoj Cevid, V. gimnazija Zagreb, Mihael Marovié, XV. gimnazija, Zagreb
Borna Vukorepa, XV. glmnazua Zagreb (L. nagrada); Ivan Porin Toli¢, V. gimnazija,
Zagreb, Marin Tomi¢, V. gimnazija, Zagreb (II. nagrada); Roko Zaja, Gimnazija Franje
Petrica, Zadar, Aleksandar Bulj, Gimnazija Andrije Mohorovici¢a, Rijeka (III. nagrada);
Vedran Stipeti¢, V. gimnazija, Zagreb, Zvonimir Jurelinac, XV. gimnazija, Zagreb,
Petar Perkovié, 1Il. gimnazija, Split, Filip Hreni¢, Prva gimnazija VaraZdin, Varazdin
(pohvala).

B varijanta

I. razred

Tin Komericki, Tehnicka Skola Rudera Boskoviéa, Zagreb (1. nagrada); Ivan Kuljak,
Srednja Skola Zlatar, Zlatar, Antonio Buljan, V. gimnazija “Vladimir Nazor”, Split (II.
nagrada); Josko BilandZi¢, 11. gimnazija, Zagreb (III. nagrada); Iva Sué, 1. gimnazija,
Zagreb, Mia BarZi¢, Srednja Skola Vrbovec, Vrbovec, Marin Kutnjak, Katolicka klasi¢na
gimnazija s pravom javnosti u Virovitici, Virovitica, Katarina Zornada, Gimnazija i
strukovna Skola Jurja Dobrile Pazin, Pazin, Davor Dundovié, Gimnazija Pula, Pula,
Karlo Videc, Srednja $kola Ivanec, Ivanec, Stipan HrZi¢, Gimnazija Dinka Simunoviéa,
Sinj (pohvala).
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II. razred

Martin Bajzek, Srednja Skola Zlatar, Zlatar (I. nagrada); Mate Buljan, II. gimnazija,
Zagreb, Marta Han, Srednja Skola fra Andrije Kaci¢a MioSi¢a, Makarska (II. nagrada);
Marijana Zrili¢, Gimnazija Jurja Barakoviéa, Zadar, Maikol Hrvatin, Srednja Skola
Mate Balote, Pore¢ (IIl. nagrada); Luka Petrovi¢, 1l. gimnazija, Zagreb, Denis Nesic,
Srednja Skola Hrvatski kralj Zvonimir, Krk, Matija Livaié, Prirodoslovna Skola Vladimira
Preloga, Zagreb (pohvala).

III. razred

Doria Sarié, 1. gimnazija, Zagreb, Ana Sumberac, Srednja $kola Mate BlaZine, Labin
(I. nagrada); Dominik Zigrovié¢, Srednja Skola Dragutina StraZimira, Sv. Ivan Zelina,
Davor Penzar, Klasi¢na gimnazija, Zagreb, Luka Tadié¢, Srednja Skola Donji Miholjac,
Donji Miholjac (II. nagrada); Lucija Orli¢, Gimnazija Andrije Mohorovici¢a, Rijeka
(II. nagrada); David Emanuel LukSi¢, Gimnazija ‘“Fran Galovi¢”, Koprivnica, Ante
Ravli¢, Srednja Skola fra Andrije Kacica MioSica, Makarska, Ines Horvat Gimnazija
Josipa Slavenskog Cakovec, Cakovec, Tomislav VO]VOdlC TSS-S.M.S.I. Dante Alighieri,
Pula, Luka Milicevié, Isusovacka klasi¢na gimnazija s pravom javnosti u Osijeku, Osijek,
Petar Jukié¢, Gimnazija Dinka Simunovica, Sinj (pohvala).

IV. razred

Ivan Brezovec, Srednja Skola Ivanec, Ivanec (I. nagrada); Ivan Ceh, Srednja Skola
Buzet, Buzet, Maga Raji¢, Gimnazija i strukovna $kola Jurja Dobrile Pazin, Pazin (II.
nagrada); Maja Zitko, 1. gimnazija, Zagreb (III. nagrada) Frane Gili¢, Graditeljsko
geodetska Skola Split, Split, Marin Kacan, Gimnazija i_strukovna Skola Jurja Dobrile
Pazin, Pazin, Luka Cigler, Gimnazija Josipa Slavenskog Cakovec, Cakovec, Stipe Maric,
IV. gimnazija “Marko Maruli¢”, Split, Ivan Kvesi¢, Gimnazija Lucijana Vranjanina,
Zagreb (pohvala).

Zadaci s drzavnog natjecanja — A varijanta

I. razred

1. Odredi sva realna rjeSenja sustava jednadzbi

2oy=7
2 2
y—z=x
2 2
F—x=y".

2. Dokazi da ne postoje prirodni brojevi k i n takvi da vrijedi
k(k+1)(k+2)(k+3)=n(n+1).

3. Neka su a i b duljine kateta, a ¢ duljina hipotenuze pravokutnog trokuta. Dokazi

da vrijedi
(1+2) (1+7) =3+2v2

4. Dan je Sesterokut ABCDEF ¢ije se dijagonale AD, BE i CF sijeku u jednoj tocki
koja je ujedno poloviSte svake od tih dijagonala. DokaZi da je povrS§ina danog
Sesterokuta dvostruko veca od povrSine trokuta ACE.
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5.

Brojevi 1,2,...,10 rasporedeni su u kruZiée na
slici, a zatim je u svaki od devet malih trokuta
upisan zbroj brojeva upisanih u njegove vrhove.
DokaZi da medu brojevima upisanim u trokute
postoje tri €iji je zbroj barem 48.

II. razred

1.

5.

a)

b)

Neka je a kompleksni broj takav da vrijedi @ @,
@ +a+1=0.
Koje vrijednosti moZe poprimiti izraz a* (a — 1)?

Ako za realne brojeve x 1 y vrijedi

(x+ x2+1) (y+m) =1,
dokaZi da je x+y =0.
Odredi sve parove (x,y) cijelih brojeva koji zadovoljavaju jednakost
¥ =x> 432 + 2x

Dan je trapez ABCD kojem su kutovi uz osnovicu AB Filjasti, a dijagonale su
mu medusobno okomite i sijeku se u to¢ki O. Polupravac OA sijece kruZnicu s

promjerom BD u tocki M, a polupravac OB sijece kruznicu s promjerom AC u
tocki N. Dokazi da tocke M, N, C i D leze na jednoj kruZznici.
Dana je tablica 6 x 6.

Ako je oznaceno bilo kojih 9 polja tablice, dokaZi da je moguce odabrati tri retka
i tri stupca koji sadrZe sva oznacena polja.

Oznaci 10 polja tablice tako da koja god tri retka i tri stupca odaberemo, uvijek
postoji bar jedno oznaceno polje koje nije u odabranim stupcima niti recima.

III. razred

1.

Odredi nenegativni realni broj a tako da vrijednost izraza

@ —a*—2va

bude najmanja moguda.

. Odredi sve proste brojeve p za koje postoje prirodni brojevi x i y takvi da vrijedi

p+1 = 252
PP+l = 2y

. DokaZi da je medu bilo koja cetiri broja iz intervala <0, g> moguce odabrati dva

broja, nazovimo ih x i y, tako da vrijedi

8 cosxcosycos(x —y) + 1 > 4 (cos’x + cos’y) .

. Neka je ABC Siljastokutni trokut i H njegov ortocentar. Pravac kroz tocku A

okomit na AC i pravac kroz tocku B okomit na BC sijeku se u to¢ki D. KruZnica
sa srediStem u tocki C koja prolazi tockom H sije€e kruZnicu opisanu trokutu
ABC u tockama E i F. Dokazi da vrijedi |DE| = |DF| = |AB|.

. Na natjecanju je sudjelovalo n ucenika i svaki ucenik je rijeSio tocno tri zadatka.

Za svaka dva ucenika postoji tocno jedan zadatak koji su obojica rijeSila, a svaki
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zadatak je rijeSilo to¢no k ucenika. Za koje vrijednosti prirodnih brojeva n i k je
to moguce?

IV. razred
1. Odredi sve prirodne brojeve n takve da je umnoZzak svih pozitivnih djelitelja broja
n jednak n*. PrikaZi ih u kanonskom obliku, tj. pomocu rastava na proste faktore.
2. Niz (a,) zadan je rekurzivno: a; =2, a, =2(n+a,—1) za n > 2. DokaZi da je
a, <22 zasve n € N.
3. Neka su a i b realni brojevi. Poznato je da parabola y = ax® + b sijece krivulju

1
y =x+ — u tocno tri tocke. Dokazi da vrijedi 3ab < 1.
X

4. Neka su k; i ko kruZnice s promjerima AP i AQ. Neka je T drugo sjeciSte
kruZnica k; i k». Neka je Q' drugo sjeciSte kruZnice k; i pravca AQ, a P’ drugo
sjecite kruZnice k, i pravca AP. KruZnica k3 prolazi tockama T, P i P', a
kruZnica k4 to¢kama T, Q i Q'. DokaZi da pravac na kojem leZi zajednicka tetiva
kruZnica k3 i k4 prolazi tockom A.

5. Dokazi da bilo koji 2001-¢lani podskup skupa {1,2,3,...,3000} sadrzi tri
elementa od kojih su svaka dva medusobno relativno prosta.

Zadaci s drzavnog natjecanja — B varijanta

I. razred

1. Rijesite nejednadzbu
2013 2013 2013 2013

12053 T ) T a2 T T 2012)(i2013) | = :

2. Zbroj znamenaka prirodnog broja x je y, a zbroj znamenaka broja y je z. Odredite
sve brojeve x za koje je

x+y+z=060.

3. Dva vlaka krecu istovremeno s pocetnih stanica jedan prema drugome. Vlakovi
voze konstantnim brzinama i mimoilaze se kod to¢ke M. Jedan vlak vozi dvostruko
brze od drugog. Ako sporiji vlak krene 5 minuta kasnije, mimoici ée se u tocki
koja je 4 km dalje od tocke M. Koliko iznosi brzina sporijeg vlaka?

4. Tocke M i N pripadaju redom stranicama AC i BC trokuta ABC. Tocka O
je sjeciste duzina AN i BM. Odredite povrSinu trokuta CMN ako su povr§ine
trokuta OMA, OAB i OBN jednake redom 2, 3, 4.

5. Na otoku Zzivi petero ljudi i majmun. Jednog su dana svi zajedno sakupljali
kokosove orahe i stavljali ih na zajedni¢ku hrpu. Dogovorili su se da ¢e sutradan
medusobno razdijeliti orahe. Tijekom nodi jedna je osoba od petero oto¢ana uzela
svoj dio. Podijelila je orahe na 5 jednakih hrpica i pri tome joj je ostao jedan
kokosov orah. Njega je dala majmunu, sakrila svoju hrpu, a ostale Cetiri ponovno
spojila u jednu veliku hrpu. Ostala Cetiri otoCana napravila su to isto, jedan za
drugim i svatko je jedan kokosov orah dao majmunu da se hrpe mogu jednako
raspodijeliti. Koji je najmanji moguéi broj oraha u pocetnoj hrpi?

b74 . Matematicko-fizicki list, LXIII 4 (2012. — 2013.)



II. razred

1.

2.

2 2
U skupu R rijeSite nejednadzbu > + al >6.
x+1 x—1

4>+ 2y —4y + 4

224+ y2—=2y+5
vrijednost i koliko iznosi ta najmanja vrijednost?

Za koju vrijednost varijabli x 1 y izraz ima najmanju

. Koli¢ina kofeina u krvotoku opada svakih 5 sati za 50%. ProduZena kava sadrzi

330 mg kofeina. Pretpostavimo da se cijela produZena kava popije odjednom. Ako
osoba u jednom danu popije produZenu kavu u 8 h, 10 h i 12 h, odredite koliko
¢e mg kofeina ta osoba imati u krvotoku u 20 sati?

. Dundo i Maro su se nadmetali zadavaju¢i jedan drugom neobi¢ne matematicke

zadatke. Tako je Maro dobio zadatak da izraCuna to¢nu vrijednost kosinusa kuta
od 36°. Nije smio koristiti nikakav pribor osim papira i olovke za pisanje i
racunanje. To je nemogude, mislio je Maro dok mu Dundo nije nacrtao nekoliko
jednakokrac¢nih trokuta kojima je mjera barem jednog kuta iznosila 36°. Maro je
promotrio jedan trokut i ubrzo izracunao cos36°. Koju je vrijednost dobio Maro
i na koji nacin?

. Na Sahovskom turniru sudjelovala su tri u¢enika prvog razreda i nekoliko uc¢enika

drugog razreda. Tri ucenika prvog razreda osvojila su ukupno 7 bodova, a svaki
ucenik drugog razreda osvojio je isti broj bodova. Koliko je na turniru bilo u¢enika
drugog razreda ako svaka pobjeda donosi jedan bod, poraz 0 bodova, a nerijeSeni
rezultat pola boda? Turnir se igra tako da svaki igra¢ sa svakim od preostalih
odigra jednu partiju.

III. razred

1.

Rijesite nejednadzbu
logs, (5 —x) - log;;_ (10 +x) < 0.

. Duljina stranice romba ABCD iznosi a. Romb prvo rotira oko pravca na kojem lezi

stranica AB, a zatim oko pravca na kojem leZi dulja dijagonala AC. Tim rotacijama

dobivamo dva rotacijska tijela. Omjer njihovih obujama je V; : Vo = 9 : /3.
Odredite Siljasti kut romba i omjer oplo§ja nastalih rotacijskih tijela.

. Ako su a, b, ¢ duljine stranice trokutai o, 8, v redom nasuprotni kutovi, onda

b
je g + % = — ako i samo ako je 8 = 2a. Dokazite!
a

. Odredite nenegativne cijele brojeve p i n takve da su svi brojevi p, p + 3",

p+3" p+3"2, p+ 3" prosti.

. Tocke A, B i C sredista su triju kruZnica koje se medusobno dodiruju izvana.

Udaljenosti izmedu sredista iznose |AB| = 13 cm, |[BC| =8 cm, |AC| =9 cm. U
tockama u kojima se kruznice dodiruju povucene su zajednicke tangente. Pokazite
da je srediSte upisane kruZnice trokuta ABC sjeciSte tih triju tangenti. Odredite
udaljenost sjeciSta tangenata od srediSta najvece kruZnice.
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IV. razred

1. Duljine stranica pet jednakostrani¢nih trokuta ¢ine aritmeticki niz. Zbroj opsega

tih trokuta je 120 cm. Zbroj povriina najmanjeg i najveéeg trokuta je za 10v/3 cm?
manji od zbroja povr§ina preostala tri trokuta. Odredite duljine stranica tih trokuta.
Koliki je zbroj povrSina svih trokuta?

2. Neka je n broj koji dobijemo tako da izmedu svake dvije znamenke broja 14 641
napisemo 2013 nula. Odredite sva rjeSenja jednad?be x* = n u skupu C.

3. Neka je f,(x) = x""!' +x", za n € N, x € R. Za koje ée realne brojeve x,
2

beskonacan zbroj f(x) + f2(x) +f3(x) + ... imati vrijednost u intervalu <O, g] ?

4. Tri sukladne elipse s poluosima a i b (a > b) smjeStene su tako da se svake dvije

dodiruju, a glavne osi im leZe na stranicama jednog jednakostrani¢nog trokuta

(slika). Dvije koncentricne kruZnice, veéa polumjera R i manja polumjera r
(R # r), dodiruju sve tri elipse. Prikazite R i r pomoéu a i b.

N—r

5. Kvadratna tablica n x n popunjena je prirodnim brojevima od 1 do n?, pri ¢emu
su u prvom redu zapisani po redu brojevi od 1 do n, u drugom redu od n + 1
do 2n, u treem od 2n + 1 do 3n, itd. Iz ove se tablice izreze kvadrat m X m

(m < n). DokaZite da je dvostruki zbroj brojeva koji su u tom izrezanom kvadratu
2

djeljiv s m~.
* x Kk

Ucenici pozvani na Hrvatsku matemati¢ku olimpijadu, tj. natjecanje za izbor ¢lanova
ekipe za medunarodna natjecanja.

1. razred: Petar Orli¢, Daniel Paleka

I. razred: Maja Pucek, Ivan Lazari¢, Kristijan Vukeli¢, Josip Pupi¢, Kristian Vedran
Budrovcan, Al Depope, Ana Striki¢, Nikola Salgaj

III. razred: Viatka Vazdar, Vlatko Crnkovié, Mihael Erakovié, Erik Banek, Mato Manovié,
Filip Basi¢, Mislav Balunovié

IV. razred: Domagoj Cevid, Mihael Manovié, Borna Vukorepa, Ivan Porin Toli¢, Marin
Tomié, Roko Zaja, Aleksandar Bulj

Mea Bombardelli, Zeljko Hanj§
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