Matematika Zongliranja 1. dio:
matematicki opis Zongliranja

Ivana Prainjak', Neven Grbac?
1. Uvod

Kakve veze ima matematika sa Zongliranjem? Odakle uopée matematika u Zongliranju
i ¢emu sluzi? Cilj ovog ¢lanka i njegovog nastavka [12] je odgovoriti na ta pitanja. Vidjet
¢emo da sustavno prouCavanje zonglerskih trikova prirodno vodi do vrlo interesantne
matematike iz podrucja kombinatorike, algebre, teorije grafova. I obratno, matematicki
pristup omogucuje Zonglerima nov sustavan nacin razmiSljanja o Zongliranju, izradu
raunalnih animacija Zongliranja te lakSe objaSnjavanje i usporedivanje trikova, Sto
dovodi do otkri¢a novih interesantnih trikova.

Sto je Zongliranje? Zongleri ée obi¢no opisati ono 3to rade navodenjem razlicitih
rekvizita (kao $to su lopte, prstenovi, cunjevi, kutije cigareta®,...) te velikog broja
7Zonglerskih trikova. Ne postoji Siroko prihvaéen skup pravila medu Zonglerima koji
definira Sto je dopuSteno, a Sto se ne smatra zongliranjem. Medutim, neki osnovni
zonglerski trikovi zauzet ¢e srediSnje mjesto na svakoj Zonglerskoj listi. Kao literaturu
vezanu opcenito za Zongliranje navodimo knjigu [5].

Zongliranje je staro gotovo koliko i matematika. Jedan od najstarijih povijesnih
tragova Zongliranja potjeCe iz Egipta, sa zidne slike u grobnici iz razdoblja Srednjeg
kraljevstva od oko 1994.—-1781. p.n.e. U ta pradavna vremena Zongliralo se i u drugim
dijelovima svijeta, tako postoje dokazi iz Kine, Irske, Indije,...

Zapravo, rije¢ Zongliranje potjece od latinske rijeci joculare, $to znaci Saljiv. Iako
je joculatores* uzivao visoko postovanje kao umijetnik u Rimskom carstvu, njihove
nasljednike u srednjem vijeku Cesto su prezirali i progonili ba§ kao i mnoge druge

putujuce zabavljace.

Slika 1. Zidna slika u grobnici iz razdoblja Srednjeg kraljevstva u Egiptu (izvor [6]).

Nakon osnutka prvog modernog cirkusa 1768. Zongleri postaju redovita tocka tih
putujuéih atrakcija. S dolaskom vodvilja® 1880-ih godina Zongleri se pocinju pojavljivati

! Autorica je s Odjela za matematiku Sveuéilista u Rijeci; e-posta: iprasnjak2@gmail.com

2 Autor je s Odjela za matematiku Sveuéilista u Rijeci; e-poita: neven.grbac@math.uniri.hr

3 To nisu prave kutije cigareta, nego Zonglerski rekvizit koji se na engleskom zove cigar boxes. Obi¢no se trikovi
izvode odrzavanjem u zraku tri ili vi$e takvih kutija oblika kvadra i veli¢ine malo deblje knjige.

4 Naziv za Zonglere koji potjece iz latinskog. Kasnije ih se u Francuskoj naziva jongleurs te naposljetku jugglers
u Engleskoj.

3 Vodvilj (franc. vaudeville) je prvobitno bio francuska narodna pjesma satiri¢nog sadrzaja. Vodvilj je s viemenom
zanemario glazbu popularnih arija i postao vrlo vesela komedija zasnovana na komici situacije s namjerom da
zabavi gledatelje.
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u kazaliStima. Pojavom radija, filmova i televizije, vodvilj je gubio sve viSe i viSe
publike, a do sredine 1950-ih je gotovo potpuno iS¢eznuo. Mnogi su se Zongleri nasli
bez posla, a uli¢ni Zongler postao je uobicajen prizor.

Uskoro nakon toga, Zongliranje postaje sve popularnije kao hobi medu mladim
ljudima, posebice medu studentima. Pocinju se formirati mnogi Zonglerski klubovi na
fakultetima i sveuciliStima te neke nacionalne i internacionalne udruge. Zanimljivo je da
danas u svijetu veliku vecinu mladih Zonglera amatera ¢ine ljudi ¢ija profesija je vezana
za matematiku, fiziku i informatiku. Na Medunarodnoj matematickoj olimpijadi uvijek se
nade barem nekoliko uc¢enika Zonglera. Ron Graham, poznati americki matematicar, bio
je predsjednik i International Jugglers’ Association i American Mathematical Society.
Prvi matematicar Zongler je bio Abu Sahl al-Kuhi iz 10. stoljeca koji je navodno
Zonglirao s bocama na trznici u Bagdadu prije nego li je postao matematicar.

Stoga ne iznenaduje da su 1980-ih godina neki od studenata koji su se bavili
Zongliranjem kao hobijem primijenili neke matematicke metode koje su proucavali u
to vrijeme za opisivanje, analizu i modeliranje trikova koje su Zonglirali u slobodno
vrijeme. To je dovelo do izuma matemati¢kog jezika Zongliranja te definiranja osnovnih
pojmova.

U ovom ¢lanku bavimo se matematickim opisom jednostavnog Zongliranja (engl.
simple juggling). To je najjednostavniji model Zongliranja koji precizno definiramo u
iduéem poglavlju. Osnovna literatura koju smo koristili je knjiga [9], ¢ije je drugo
poglavlje posveéeno jednostavnom Zongliranju. U ostatku knjige javljaju se jo§ sloZeniji
modeli i generalizacije, ali o njima ovdje nece biti rijeCi. Kao dodatnu literaturu
navodimo [1], [2], [4], [10], a preporuujemo i mreZzne stranice [7], [8]. Siri sustavan
prikaz uli¢nog kazaliSta u Hrvatskoj, koji ukljucuje i Zongliranje, dan je u radu [3]. Ovaj
¢lanak je nastao kao modifikacija zavrSnog rada [11].

2. Jednostavno zZongliranje

Jednostavno Zongliranje (engl. simple juggling) izvodi jedan Zongler koji Zonglira
ponavljajuéi (periodi¢ni) uzorak® s odredenim brojem objekata (zvat éemo ih loptice)
koje hvata i baca u konstantnom ritmu. Pri tome se u svakom trenutku hvata i odmah
baca najviSe jedan objekt (loptica).

2.1. Definicija jednostavnog Zongliranja

Preciznije, matematicki receno, aksiomi jednostavnog Zongliranja su sljededi:
J1. Vrijeme izmedu dva moguca bacanja je konstantno, ali pri tome dozvoljavamo da
se neko od njih ne realizira (ne baci se niti jedna loptica).
J2. Uzorak je periodian, tako da moZemo pretpostaviti da na§ Zongler Zonglira
zauvijek, tj. ponavlja isti uzorak iznova i iznova.

J3. Za Zongliranje se koriste tocno dvije ruke. Njima se u svakom trenutku hvata
i odmah baca najviSe jedna loptica. Baca se ista ona loptica koja je upravo
uhvacena.

6 Uzorkom smatramo svaki trik koji izvodi zongler. Odreden je polozajem svih objekata koje koristi u svakom
trenutku.
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Na osnovu ovih aksioma uvodimo sada osnovnu terminologiju vezanu uz jednostavno
zongliranje. Vremenski period izmedu dva moguca bacanja, koji je konstantan zbog
aksioma J1, zovemo otkucaj. Broj otkucaja izmedu dva bacanja iste loptice zovemo
visina bacanja. Bacanje koje traje h otkucaja zovemo h bacanje ili bacanje visine h.
Aksiom J1 kaZe i da postoje moguca bacanja koja se ne realiziraju. Takvo bacanje
zovemo nul bacanje ili bacanje visine nula. Dakle, svakom moguéem bacanju, bilo ono
realizirano ili ne, pridruZena je njegova visina, a to je prirodan broj ili nula.

2.2. Osnovni Zonglerski uzorci

Postoje tri uzorka koja Zongleri smatraju osnovnim. To su kaskada, fontana i pljusak.
Oni zadovoljavaju aksiome jednostavnog Zongliranja.

Kaskada (engl. cascade) je uzorak u kojem loptice bacamo naizmjence iz jedne u
drugu ruku u obliku znaka beskonacnosti. MoZe se izvoditi jedino s neparnim brojem
loptica. Kaskada s tri loptice prikazana je na slici 2a). Ako imamo crvenu (C), zelenu
(Z) 1 plavu (P) lopticu, onda je CZPCZPCZP... primjer redoslijeda bacanja kod kaskade.
Pritom naizmjence bacamo lijevom i desnom rukom.

c)

Slika 2. Putanja loptica u osnovnim uzorcima (izvor [2]): a) kaskada, b) fontana, c) pljusak.

Fontana (engl. fountain) je Zonglerski uzorak u kojem Zongler polovinu ukupnog
broja loptica Zonglira u jednoj ruci, a drugu polovinu u drugoj ruci. Ovaj uzorak moZe se
izvesti jedino s parnim brojem loptica. Fontana s Cetiri loptice prikazana je na slici 2b).
Ako imamo crvenu (C), zelenu (Z), plavu (P) i sivu (S) lopticu, primjer redoslijeda
bacanja kod fontane je CZPSCZPS... pri ¢emu loptice C i P bacamo jednom rukom, a
loptice Z i S drugom.

Pljusak (engl. shower) je Zonglerski uzorak u kojem su loptice bacene cirkularno.
Moze se izvoditi s bilo kojim brojem loptica. Pljusak s tri loptice prikazan je na slici
2c¢). Kada Zongliramo ovaj uzorak, loptica je iz lijeve ruke bacena ravno u desnu, a
onda odmah iz desne bacena u zrak. Dakle svaka loptica je bacena dva puta zaredom.
Ako imamo crvenu (C), zelenu (Z) i plavu (P) lopticu, primjer redoslijeda bacanja je
CCZZPPCCZZPP...

3. Matematicki opis Zongliranja

Sada ¢emo uvesti tri matematicka opisa Zongliranja. To su Zonglerska funkcija,
zonglerski dijagram i Zonglerski niz. Sva tri opisa su ekvivalentna i vrlo lako se dobiju
jedan iz drugog, ali svaki je pogodan za neki tip razmatranja matematickih svojstava
Zongliranja.

Matematicko-fizicki list, LXIII 3 (2012. — 2013.) B | 181



3.1. Zonglerska funkcija

Buduc¢i da prema aksiomu J2 Zongliranje traje oduvijek i nikada ne zavrSava, bacanja
(otkucaje) mozemo numerirati cijelim brojevima. Dakle, svako bacanje oznaceno je
nekim cijelim brojem i € Z i zovemo ga i-to bacanje.

U prethodnom poglavlju uocili smo kako je pri jednostavnom Zongliranju svakom
mogucéem bacanju pridruZzena njegova visina h, §to je prirodan broj, ako je bacanje
realizirano, odnosno nula, ako bacanje nije realizirano. Dakle, & € Nj.

Tada imamo preslikavanje
Jj:Z — No,
koje i-tom bacanju pridruZuje njegovu visinu i = j(i). Drugim rije¢ima za i € Z
vrijednost funkcije j(i) je visina bacanja loptice na i-to bacanje, ako je loptica bacena,
odnosno 0, ako na i-to bacanje nije badena.
Funkcija j dobivena na ovaj nacin iz uzorka jednostavnog Zongliranja primjer je
zonglerske funkcije. Medutim, Zonglerska funkcija se definira malo opdenitije.

Definicija 1. Funkcija j : Z — Ny je Zonglerska funkcija ako je ispunjen aksiom J3,
pri ¢emu j(i) shvacamo kao visinu bacanja na otkucaj i.

Uoc¢imo da se u ovoj definiciji uvjet periodicnosti iz aksioma J2 izostavlja. Aksiom
J1 se ne spominje, ali je ispunjen samim time Sto je domena funkcije skup cijelih
brojeva. Navedimo sad nekoliko osnovnih primjera.

Primjer 1. Kao Sto je opisano u prethodnom poglavlju, kaskada se moze izvoditi
s neparnim brojem 2b — 1 loptica, gdje je b € N. Izmedu dva bacanja iste loptice
treba po jednom baciti sve ostale loptice. Dakle, visina bacanja svake loptice je upravo
jednaka 2b — 1. Zonglerska funkcija kaskade je stoga konstantna funkcija

j)=2b—1,
za svaki i € Z.

Primjer 2. Fontana se moZe izvoditi s parnim brojem 2b loptica, gdje je b € N.
Kao i kod kaskade, izmedu dva bacanja iste loptice treba po jednom baciti sve ostale pa
je visina svakog bacanja 2b. Stoga je Zonglerska funkcija fontane takoder konstantna

funkcija
(i) = 2b,
za svaki i € Z.

Primjer 3. Kod pljuska s b loptica, gdje je b € N, svaka loptica se baci dva puta
za redom, a onda ponovo dolazi na red tek kada se sve ostale loptice bace dva puta za
redom. Dakle, visina prvog od dva uzastopna bacanja iste loptice je 1, a drugog 20 — 1.
Stoga je Zonglerska funkcija pljuska

DO B za parne i,
J(i) = { 2b—1, za neparne i.

Uloga parnih i neparnih brojeva ovdje je potpuno proizvoljna i moZe se zamijeniti.
Naime, pitanje je samo koji potez se odvija na parna bacanja — je li to prebacivanje
loptice iz ruke u ruku ili bacanje loptice u zrak.
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Primjer 4. Ovo je primjer funkcije koja nije Zonglerska. Neka je zadana funkcija

.~ _ | 1, zaparne i,
J0) = { 2, za neparne i.

Za ovu funkciju aksiom J3 nije ispunjen jer se primjerice na tre¢i otkucaj hvataju
istovremeno dvije loptice — ona badena u prvom bacanju na visinu 2 i ona bacena u
drugom bacanju na visinu 1.

Ovaj zadnji primjer pokazuje da bi bilo zgodno imati neki kriterij pomocu kojega se
moze provjeriti je li neka funkcija Zonglerska ili nije. To nam daje sljedeéi teorem.

Teorem 1. Za funkciju j : Z — Ny, neka je j. : Z — Z funkcija definirana kao
Ji (i) = i+j(0),
za svaki i € Z. Tada je j Zonglerska funkcija ako i samo ako je j. bijekcija na skupu
cijelih brojeva.

Dokaz. Koje je znalenje funkcije j. ? Bududi da je j(i) visina loptice badene na
otkucaj i, vidimo da je j, (i) =i+ j(i) otkucaj na koji je ta loptica opet uhvaéena (pa
prema aksiomu J3 i idudi put bacena). Ako pak na otkucaj i loptica uopce nije bacena,
onda je j (i) =1i.

Pokazimo da je za Zonglersku funkciju j, funkcija j; bijekcija. Surjektivnost se lako
vidi jer ako je n € Z proizvoljan, onda je na otkucaj n ili ba¢ena neka loptica, ili nije.
U prvom slucaju n se dobije kao n = j, (i) gdje je i prethodni otkucaj u kojem je
bacdena ta ista loptica. U drugom sluaju n =j(n).

Za injektivnost, pretpostavimo da vrijedi j; (i;) = ji(i2) za neka dva otkucaja i; i
ip. Cilj je dobiti da je tada i; = ip. To je o€ito ako na oba otkucaja nije bacena loptica,
jer je tada

it = j(i1) = ji (i) = iz
Ako je pak na oba otkucaja bacena po jedna loptica, onda uvjet j. (i;) = j;(i2) znadi
da su obje te loptice uhvacéene na isti otkucaj. Ali to nije u skladu s aksiomom J3, osim
ako i; = i, Sto znaci da se radi o jednoj te istoj loptici.

Treca moguénost, odnosno da je na jedan od otkucaja loptica bacena, a na drugi nije,
zapravo se ne moze dogoditi. Zaista, kad bi na jedan od otkucaja, recimo ij, loptica
bila bacena, a na drugi, tj. i, ne bi, onda bi iz uvjeta j, (i;) = j;(i2) = iy slijedilo da je
na otkucaj i, uhvadena loptica koja je bacena na otkucaj i;. To bi znacilo da je loptica
uhvacdena na otkucaj i, na koji nije bacena niti jedna loptica. Ali to je u kontradikciji s
aksiomom J3 koji kaZe da je svaka uhvacena loptica odmah i bacena.

Time smo dokazali da je za Zonglersku funkciju j funkcija j; bijekcija. Obratno, ako
je j+ bijekcija, jasno je da je aksiom J3 ispunjen te je stoga j Zonglerska funkcija. [

Sto je j, u prethodnim primjerima? Za kaskadu s 2b — 1 loptica
joli) =i+ (2b—1),
a za fontanu s 2b loptica

J+ () =i+ 2b.
To su linearne funkcije pa stoga bijekcije. Za pljusak s b loptica
.. i+1, 7a parne i,
Jili) = { i+ (2b—1), za neparne i.
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Ova funkcija je takoder bijekcija. Dokaz prepustamo Citatelju. U primjeru 4 funkcija j,
je

.+~ ) i+1, zaparnei,

Jili) = { i+2, zaneparne i,

§to nije bijekcija jer, na primjer, j. (1) =j+(2) = 3.

3.2. Zonglerski dijagram

U Zonglerskom dijagramu nacrtani su vertikalni pomaci loptica obzirom na otkucaje
(vidi slike 3 1 4). U horizontalnoj liniji poredani su na jednakim razmacima kruZzi¢i koji
predstavljaju otkucaje. Parni otkucaji oznaceni su punim kruZi¢ima, a neparni praznim.
Luk koji spaja otkucaje prikazuje vertikalno kretanje loptice od bacanja na lijevom kraju
luka do hvatanja na desnom. Sto je veca visina bacanja, veci i §iri je luk koji odgovara
bacanju.

Lako je za zadanu Zonglersku funkciju j : Z — Ny nacrtati Zonglerski dijagram.
Naprosto lukom povezujemo otkucaje i i i+ j(i) za svaki i € Z. Obratno, ako je zadan
dijagram, j(i) odredujemo kao visinu bacanja predstavljenu lukom ¢&iji je lijevi kraj u
i-tom otkucaju.

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

|
Slika 3. Zonglerski dijagram za kaskadu s tri loptice.

\
Slika 4. Zonglerski dijagram za pljusak s tri loptice.

3.3. Zonglerski niz

Podsjetimo da Zonglerska funkcija j : Z — Ny po definiciji ispunjava aksiom J3 (te
aksiom J1 jer je domena Z). Postavlja se pitanje kada je ispunjen i aksiom J2, odnosno
kada je uzorak periodi¢an. OCcito, to je ako i samo ako se visine bacanja ponavljaju
periodic¢ki. Drugim rijecima, ako i samo ako je j periodi¢na funkcija.

Neka je n najmanji period funkcije j. Tada vrijedi

Jli+n) = (),

za svaki i € Z. Stoga je dovoljno znati vrijednosti funkcije j za i =0,1,...,n—1 jer
se nakon toga ponavljaju. Neka su te vrijednosti redom
S0s81y -3 8n—1-

Ovakav konacan niz zovemo Zonglerski niz. Dakle, vrijedi j(i) = $;imoan za svaki i € Z.
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Definicija 2. Konacan niz s = (s¢,s1,52,...,5,—1) nenegativnih cijelih brojeva
s; € No zovemo Zonglerski niz, ako je dobiven od uzorka jednostavnog Zongliranja
na gore opisan nacin, odnosno ako je j: Z — Ny definirana formulom j(i) = $;modn
7Zonglerska funkcija.

Uocimo da vise nizova odgovara istom uzorku. Naime, ako visine bacanja pocnemo
biljeziti pri k-tom otkucaju umjesto nultom, dobit ¢emo niz
Sks Sk+15 -+ - 3 Sn—1,805 815+ -+ Sk—1,
koji predstavlja isti uzorak kao i Zonglerski niz s iz definicije. Dakle, isti uzorak
predstavljaju Zonglerski nizovi dobiveni jedan iz drugog ciklickom permutacijom. Na
primjer, niz 1, 4, 4, niz 4, 1, 4 te niz 4, 4, 1 predstavljaju isti uzorak.

Odredimo sada Zonglerske nizove osnovnih uzoraka. Kaskada i fontana imaju
konstantne Zonglerske funkcije pa je njihov period jednak jedan. Njihov Zonglerski niz
je jednoclan i jednak broju loptica koje se koriste. Za kaskadu to je 2b — 1 jer broj
mora biti neparan, a za fontanu 2b jer mora biti paran. Zonglerska funkcija pljuska
je konstantna na neparnim i na parnim brojevima. Stoga je njen period jednak dva i
zonglerski niz 1, 2b — 1.

Zongleri u praksi rijetko bacaju loptice vise od visine 9. Stoga u zapisu Zonglerskog
niza ne piSu zareze. Tako da, primjerice, pljusak s tri loptice zapisuju kao 15. U Zargonu
Zongleri nazivaju Zonglerske nizove engleskim izrazom site swap.

Literatura

[1] P. BEEK, A. LEWBEL, The Science of Juggling, Sci. Amer. 273 (1995), no. 5, 92a-97.

[2] J. BUHLER, D. EiISENBUD, R. GRAHAM, C. WRIGHT, Juggling drops and descents, Amer.
Math. Monthly 101 (1994), no. 6, 507-519.

[3] L. Cosi¢-DRAGAN, Ulicno kazaliste kraja dvadesetog stoljeca, diplomski rad, Odsjek za
komparativnu knjizevnost, Filozofski fakultet, SveuciliSte u Zagrebu, 2003./ 2004.

[4] R. EHRENBORG, M. A. READDY, Juggling and applications to q-analogues, Discrete Math.
157 (1996), no. 1-3, 107-125.

[5] D. FINNIGAN, The Complete Juggler, Jugglebug, Atlanta, 1992.

[6] B. GILLEN, Remember the force Hasan!, Juggler’s World, 38 (1986), no. 2, 9-10.

[7] International Jugglers’ Association, URL: www. juggle.org (pristupljeno 4.11.2012.).
[8] Juggling Information Service, URL: www.juggling.org (pristupljeno 4.11.2012.).
[9] B. POLSTER, The Mathematics of Juggling, Springer-Verlag, New York, 2003.

[10] B. POLSTER, La matematica della giocoleria,7 La Matematica vol. III: Suoni, forme,
parole, C. Bartocci, P. Odifreddi, ur., Einaudi, Torino, 2011.

[11] 1. PRASNIAK, Matematika zfongliranja,8 zavr$ni rad, Odjel za matematiku, SveuciliSte u
Rijeci, 2011.

[12] 1. PRASNIAK, N. GRBAC, Matematika Zongliranja 2. dio: Zonglerski teoremi, Matematicko-
fizi¢ki list, u tisku.

7 Engleski prijevod ovog ¢lanka dostupan je na www.qedcat.com/articles/juggling_survey.pdf (pris-
tupljeno 10.11.2012.).
8 Rad je dostupan na zahtjev e-mailom jednom od autora ovog ¢lanka.

Matematicko-fizicki list, LXIII 3 (2012. - 2013.) B | 185



