Kako mozemo pokazati da se sile zbrajaju kao vektori

Ivica Aviani'

U fizici razlikujemo skalarne velic¢ine kao §to su masa, obujam, energija od vektorskih
veli¢ina kao Sto su pomak, brzina, ubrzanje, sila. Za razliku od skalara koji se zbrajaju
kao obi¢ni brojevi, vektori se zbrajaju sasvim drugacije, geometrijski. Cini se da je
upravo to razlog zbog kojeg nam vektori stvaraju probleme u radu. Pojam vektora nije
nastao u nekom odredenom trenutku, on se razvio postupno tijekom 19. i 20. stoljeca.
Prethodili su mu kompleksni brojevi koji su omogucili opis dvodimenzionalnog prostora,
a potom kvaternioni pomocu kojih je omogucena analiza trodimenzionalnog prostora.
Sam pojam vektor prvi je uveo Hamilton 1846. godine kada je svoje kvaternione prikazao
kao sumu realnog i imaginarnog dijela, pri ¢emu se realni dio — skalar, sastojao od jedne,
a imaginarni dio, kojeg je nazivao vektorom, od tri komponente. Suvremeni sustav
vektorske analize koji danas koristimo uspostavio je Gibbs 1881. godine u svom djelu
Elementi vektorske analize, gdje je odvojio i iskoristio samo vektorski dio kvaterniona.
Dakle, vektori kakve danas poznajemo nisu tako stari — tek neSto viSe od sto godina.

Vektorom nazivamo skup svih medusobno ekvivalentnih usmjerenih duZina. Mozemo ih
po volji pomicati, ali ih ne smijemo ni rotirati niti im mijenjati duljinu. Pravilo zbrajanja
vektora, najcesce zastupljeno u udZbenicima fizike je pravilo paralelograma. Ako pocetke
dvaju vektora dovedemo u istu tocku tako da Cine dvije susjedne stranice paralelograma,
tada je njihov zbroj, po velicini i smjeru jednak vektoru odredenom dijagonalom
paralelograma usmjerenom iz te tocke prema nasuprotnom vrhu paralelograma. To se
pravilo spominje joS u djelima Aristotela i njegovih prethodnika kao pravilo za zbrajanje
brzina, a u udzbenike fizike ulazi negdje oko 1800. godine kao pravilo zbrajanja sila.
Pravilo je lako prihvatiti na temelju iskustva. Primjerice ako trebamo preveslati rijeku,
znamo da, ako veslamo u smjeru okomitom na obale, neemo zavrSiti najblize na
suprotnoj obali, nego nesto nizvodno, to nizvodnije §to je rijeka brza. Jasno je da mjesto
do kojeg ¢emo doveslati ovisi ne samo o iznosima brzina rijeke i ¢amca, nego i o
njihovim smjerovima, dakle o geometriji situacije.

Pravilo paralelograma dobro opisuje zbrajanje vektora fizikalnih veli¢ina koje se
pojavljuju istodobno. No, $to je s pomacima? I pomaci su vektori, ali se pojavljuju
jedan za drugim. Primjerice, u S$kolu moZemo do¢i izravno, ali i tako da prvo odemo do
ducana po sendvic¢, a potom u Skolu. To znaci da je vektor pomaka od kuce do Skole
jednak zbroju vektora pomaka od kuée do duc¢ana i vektora pomaka od duéana do $kole.
Ovdje dolazimo do drugog pravila za zbrajanje vektora. Vektori se zbrajaju tako da se
na kraj prvog vektora postavi pocetak drugoga vektora pri cemu je njihov zbroj jednak
vektoru koji se proteZe od pocetka prvog do kraja drugog vektora. Prednost ovog pravila
dolazi do punog izrazaja kada zbrajamo viSe vektora. Tada to radimo jednostavno tako
da ih nadovezujemo jedan na drugog. Ovo se pravilo naziva pravilom poligona. Bududi
da su pravila paralelograma i poligona potpuno ekvivalentna, sve vektorske fizikalne
veli¢ine moZemo zbrajati koristeéi pravilo poligona koje je znatno prakti¢nije za rad.

Za pomake i za brzine smo dosta jednostavno zakljucili da se zbrajaju kao vektori, ali
§to je sa silama? ZaSto se i sile zbrajaju kao vektori? Zakon paralelograma za sile prvi
je primijenio Stevin 1587. godine u svome djelu Nacela umjetnosti vaganja, no tek je
Newton 1687. godine u svojoj Principiji objasnio zasto je tome tako. Pritom je koristio
¢injenicu da se ubrzanja, odnosno pomaci, zbrajaju po pravilu paralelograma i svoj drugi
zakon gibanja, odnosno proporcionalnost izmedu sile i ubrzanja. Treba napomenuti da
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u doba Newtona vektori nisu bili poznati. Njegovo dinami¢ko objasnjenje naislo je
na kritike mnogih fizicara 19. stoljeca koji su smatrali da pravilo paralelograma mora
vrijediti bez obzira na drugi Newtonov zakon i da se mora moci objasniti samo statickim
argumentima, odnosno ravnoteZom sila. Staticka objaSnjenja zakona paralelograma sila
dali su Duchayla 1804. i Poisson 1811. godine, ali i njihova objaSnjenja imaju odredene
slabosti, odnosno u sebi sadrze neke druge principe koje je takoder mogude kritizirati.
Ukratko, zaista je sloZeno odgovoriti na pitanje zasto se sile zbrajaju vektorski. Ipak,
Cinjenicu da taj princip vrijedi moZemo pokazati jednostavnim pokusom.

Za pokus nam je potreban sljedeci pribor: 2 koloture, 2 stege, 12 jednakih utega, 1
metalna precka, 1.5 m tankog uZeta, list A4 papira, 2 laboratorijska stalka sa stegama.
Postav pokusa prikazan je na slici la. Metalna precka pri¢vrséena je izmedu dva
laboratorijska stalka (ne vide se na slici). Na njoj su stegama pricvrséene koloture (to
su ovdje kotaciéi iz odbacenog printera). Preko kolotura prebaceno je uZe na €ijim su
krajevima i na sredini izmedu kolotura ovjeSeni utezi. Na lijevom kraju ovjeSeno je 4
utega ukupne teZine 4Fj, na desnom 3 utega tezine 3Fy, a u sredini 5 utega teZine 5F.

a) b) c) d)
Slika 1. Pokus i crteZ sila kojim pokazujemo da se sile zbrajaju kao vektori.

TeZina srednjeg utega u tocki O uravnoteZena je silama napetosti lijeve i desne niti
koje su po iznosima jednake teZinama lijevih, odnosno desnih utega (kolotura mijenja
samo smjer sile). Ove tri sile prikazane su odgovaraju¢im vektorima na slici 1b. Vazno
je napomenuti da je teZina srednjeg utega usmjerena vertikalno prema dolje dok su sile
napetosti usmjerene u smjer uzeta te medusobno zatvaraju kut «. Uz pretpostavku da
se sile zbrajaju kao vektori, vektore sila zbrojimo koristeci pravilo poligona za zbrajanje
vektora tako da ih nadovezujemo jedan na drugog (slika 1c). Oni moraju zatvoriti trokut
zato $to njihov zbroj mora biti jednak nuli. To znamo po tome §to cijeli sustav miruje pa
za njega vrijedi prvi Newtonov zakon po kojem zbroj sila na promatranu tocku O mora
biti jednak nuli. Lako je pokazati da je kut nasuprot najduljoj stranici trokuta jedak
izmjerenom kutu o kojeg zatvara uze. Trokut sila je dobro poznati pravokutni trokut
¢ije stranice zadovoljavaju omjer 3 : 4 : 5. Zbog toga vrijedi a = 90°. Sada samo
joS moramo provjeriti da je kut o zaista pravi kut. Rukom nekoliko puta poremetimo
ravnotezu te svaki put, nakon smirivanja utega, primicanjem pravokutnog lista A4 papira,
pokazemo da srednji dio uZeta zaista zatvara pravi kut (slika 1d). Buduéi da mjerenje
i matematic¢ki postupak zbrajanja vektora daju jednaku vrijednost za kut o postupak
zbrajanja sila koji smo koristili je ispravan, odnosno sile se zaista zbrajaju kao vektori.
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