Poucci o trokutu i veza izmedu sinusa i kosinusa

Marko Obradovié¢', Mirko Radié?

Osnovni elementi trokuta su njegovi kutovi i stranice. Jedna od veza izmedu stranica
i kutova u trokutu iskazana je pouckom o sinusima i pouckom o kosinusu. Sto je s
njihovom povezano$éu? Matematicare je to zanimalo jo§ od davnine. Naime, “rijesiti
trokut” znaci iz zadanih podataka odrediti njegove nepoznate elemente. Odavde je
iznimna vaZnost navedenih poucaka.

Nacrtajmo bilo koji trokut ABC i ozna¢imo njegove elemente kao na slici. Svakako
je uz izvode korisno imati i jasnu geometrijsku predodZbu.
C

A ¢ B
Koristit éemo sljedece standardne oznake: a, b, ¢ — duljine stranica trokuta; o,
B, v — njegovi odgovarajuéi kutovi; R — polumjer opisane mu kruznice; P — njegova
povrsina.
Jo§ iz osnovne Skole znamo da je trokut zadan svojim elementima i to:
(a) jedna stranica i dva kuta;
(b) dvije stranice i kut nasuprot vecoj od njih;
(c) dvije stranice i kut medu njima;
(d) tri stranice.

U slucajevima (a) i (b) koristimo poucak o sinusima, a u slucajevima (c) i (d)

kosinusov poucak. Koristit éemo poznate identitete:
o+ P +y=180° =m,

(1°) sin(o £ B) = sinocos B £ cos o sin B,

(2°) cos(a+ PB) =cosocosB Fsinasinf.

Promatrat éemo vezu izmedu poucaka (1) i (2).

Poucak o sinusima

sina sinf3  siny 1

i—:K, 1
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Poucak o kosinusu
a* = b* + ¢* — 2bccosa. (2)

Ciklickom zamjenom dobivamo jo§ dvije pridruZene formule.
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Razmotrimo sada vezu izmedu tih poucaka. PokaZimo najprije kako iz (1) dobivamo

(2. .
Iz (1) imamo: % =K tj. aK = sin o, odnosno, bK = sin 3, cK = siny.
Kvadriranjem dobivamo
K?a® = sin’* o = sin*(B + ),
jer je sin(B + y) = sin(wr — a) = sin oc. Upotrebom teorema (1°) za sinus dobivamo:
K?a® = (sin B cosy 4 cos Bsiny)?
= sin® B cos? ¥ 4 cos® B sin? y + 2sin B sin  cos B cos ¥
= sin? B(1 — sin® ) + (1 — sin® B) sin® y + 2 sin B sin y cos B cos ¥
= sin? B 4 sin* y — 2 sin B sin y(sin B sin y — cos B cos y)
= K*(b* + ¢*) — 2K*bc (—cos (B + 7))
= K*(b* + ¢* —2bccos (m— (B+7)))
=K (b2 + ¢* — 2bccos a) .
Kako je K # 0, dobivamo poucak (2) o kosinusu.

Ciklickom zamjenom imamo i njoj srodne dvije formule.

PokaZimo da vrijedi i obrat. Neka vrijedi (2), odnosno, i ciklicki srodna formula

b* = a* + ¢* — 2accos f. 3)
Iz cos o = 7b2 te-a , cosf = a72 te - dobivamo
2bc 2ac
- (b2+62a2)
sinfa 1—cos’ar 2bc a2 A (PP +P-d?)? af
sinB 1—cos2fB Prr—p\? P A2 —(a?+2—b2)? T b
1= ( 2ac )
. sina  sinfi | ) . ) .. .. sin sin 8
Ofiakle je P = b §to smo i trebali pokazati. Analogno slijedi P = b =

sin . g L
smy , a to je poucak o sinusima (1).
c

Primjer. Duljine dviju stranica u trokutu ABC iznose 5 cm i 8 cm, a kut nasuprot
jedne od ovih dviju je dva puta je manji od kuta nasuprot druge. Kolika je duljina trece
stranice?

Ne smanjujuéi opcenitost moZzemo uzeti da je ¢ = 5 cm, b = 8 cm, te
B = 2a. Iz poucka o sinusima (1) imamo a : b = sina : 2sinacos . Odnosno,
24

o = PY=R)
CcOoS 25

. 3 . . . .
sina = . Iz B =20, imamo sinf3 = sin2¢ = 2sinacos o =

cos f = —. Zatim,

AR VIR

44
cosy =cos(m— (a+ B)) = —cosocos B+ sinosin f = 5

2
39
Konac¢no je ¢? = a® + b> — 2abcosy = (;) , odakle je ¢ = 7.8 cm.
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Neke crtice iz proSlosti

Matematika se tokom svoje povijesti nije mogla odvojiti od astronomije. Prva
trigonometrijska raCunanja javljaju se vrlo rano, jo§ u starom Babilonu i Egiptu, i to u
astronomiji

Zacetnici trigonometrije su Grei u 3. st. pr. Krista. Prve tablice nalik onima za sinus
funkciju sastavili su Indi u 5. st. pr. Krista.

Kroz povijest matematicari su na razne nacine pokuSavali naéi vezu poucaka (1) i
(2). Poucak o sinusima opisao je Abual-Wafa (940.-998.).

F. Viete (1540.—1603.) je izveo poucak o kosinusu u danas$njem obliku. Povezao je
trigonometriju s algebrom. Matematicari koji su pridonijeli procvatu trigonometrije bili
su: J. Napier, L. Euler, K. F. Gauss, R. Boskovié,...

Zadaci (za vjezbu)

1. Odredi nepoznate elemente u trokutu, ako je zadano: a = 42 cm, b = 37.1 cm, kut
y=67°19’.

2. Ako je zbroj duljina dviju stranica trokuta a + b = 85 cm, duljina polumjera trokutu
upisane kruZnice 9.6 cm, te y = 46°12’, odredi povriinu tog trokuta.

3. Odredi nepoznate stranice trokuta ako je a:b=12:7, c=3 cm i o0 = 27.

4. Duljine stranica trokuta tri su uzastopna cijela broja, a najveéi je kut trokuta dvostruko
vedi od najmanjeg. Kolike su duljine stranica i kutovi trokuta?

Upute.

1. Imamo: ¢ = 44.03 cm, o = 61°39", B =51°2.

a+b—c 85 —c Yy r . )
2. Iz x = = , tg = = - ,imamo ¢ = 39.9262 cm, P = 599.9339 cm”.
2 2 2 x
i in2
3. Dobivamo: & = 51.noc = 51.n v 2cos Y, F=d+ - 2abcosy, odakle je
c siny siny
284> — 193a® + 1296 = 0. Jedno rjeSenje je a; = 4, 28a° — 193a* + 1296 =
36 9 s .. S 36
28(a —4)(a — - a+ 1) pa postoji jo§ jedno pozitivno rjeSenje ap; = - -
. . 7

Odgovarajuce stranice su b = 3 by =3.

4. Duljine stranica trokuta su 4, 5 i 6, a kutovi a = 41°24’35", B = 55°46'16" i

y = 82°49'9" .
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